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1 Metoda geometryczna

1.1 Wstep

Metoda zwang réwniez graficzng polega na znalezieniu rozwigzania zagadnienia programowania liniowego wsrdd
wierzchotkéw wieloboku powstatego przez ograniczenia i warunki brzegowe. Jest przydatna tylko dla zadan z mata
iloscig zmiennych decyzyjnych.

1.2 Przykladowe zadanie

W celu zrozumienia metody rozwigzmy proste zadanie:

Aby zdrowo wygladacl pies musi miesiecznie zjes¢ przynajmniej 100g sktadnika 1 (S1), 200g sktadnika
2 (S2) i nie wiecej jak 300g sktadnika 3 (S3). Na rynku dostepne sgq dwie karmy, gdzie porcja karmy 1 (K1)
zawiera 10g skfadnika 1, 1g skfadnika 2 i 10g sktadnika 3. Natomiast karma 2 (K2) zawiera 1g skfadnika 1,
10g sktadnika 2 i 10g sktadnika 3.
Porcja karmy 1 (K1) kosztuje 5 zt, natomiast porcja karmy 2( K2) 8zt.
W jakich porcjach zmieszal karmy aby pies dostat sktadnikéw ile potrzeba a koszt byt jak najmniejszy?

Na poczatek zestawmy dane w tabelke:

K1 K2

10 1 100
1 10 200
10 10 300
4] 8

Tabelka.1. Tabelka z danymi zadania

Na podstawie tabelki tatwo ustalimy funkcje celu, ktéra dazy do minimum (chcemy uzyskaé¢ minimainy
koszt):

(granatowy wiersz tabelki)

F(x) = 5x; + 8%, --> MIN

Nastenie nalezy napisac¢ nierownosci dla kazdego ze skiadnikow:
(lewa strona nieréwnosci to zielona czesc¢ tabelki, prawa - pomaranczowa)
10x; + 1x, >= 100

1x; + 10x, >= 200

10x; + 10x, <= 300

oraz ograniczenia postawione rozwigzaniu:
Xy >= 0, Xy >= 0

W nastepnym kroku ustalamy gradient dla funkcji celu:
F(x) = 5x; + 8%, --> MIN
gradient: [x;=5,x,=8]

Krok kolejny to przeksztatcenie nierownosci w ré6wnania i wyznaczenie punktow przeciecia z osiami x;
i X2.

(1) 10x; + 1x, = 100 zaktadam, ze x,=0 stad x;=10; teraz x;=0 stad x,=100

(2) 1x; + 10x, = 200 zaktadam, ze x,=0 stad x;=200; teraz x;=0 stad x,=20

(3) 10x; + 10x, = 300 zaktadam, ze x,=0 stad x;=30; teraz x;=0 stad x,=30

Tak wyliczone punkty nanosimy na wykres. Zacznijmy od prostej dla réwnania 1:
punkt 1 - [10,0]
punkt 2 - [0,100]
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Po narysowaniu prostej musimy wybrac¢ potptaszczyzne albo nad albo pod prostg. Jezeli nierdwnos¢ odpowiadajgca
prostej zawiera znak mniejszosci < wybieramy pofptaszczyzne od strony poczatku uktadu wspoétrzednych (punkt
[0,0]). Jezeli zawiera znak wiekszosci > wybieramy potptaszczyzne przeciwng.

Prostej 1 odpowiada pierwsza nierownos$¢ ze znakiem wiekszosci > - wybieramy ptaszczyzne bez punktu [0,0].

—rosta 1

Wykres.2. Naniesiona prosta 1

Nastenie prosta dla réwnania 2:
punkt 1 - [200,0]
punkt 2 - [0,20]

Prostej 2 odpowiada druga nieréwnos$c¢ ze znakiem wiekszosci > - wybieramy ptaszczyzne bez punktu [0,0].

e prosta 1

e prosta 2

Wykres.3. Naniesiona prosta 2
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Prosta dla réwnania 3:
punkt 1 - [30,0]
punkt 2 - [0,30]

Prostej 3 odpowiada trzecia nieréwnosc ze znakiem mniejszosci < - wybieramy ptaszczyzne z punktem [0,0].

=l=prosta 1
wflpirosia 2
mf=prosta 3
il

Wykres.4. Naniesiona prosta 3

Majac juz narysowane proste nanosimy na wykres gradient.

Gradient dll funkgji celu:

punkt 1 - [0,0]

punkt 2 - [5,8]
==l=rrosta 1
il rosta 2
sl rrosta 3
—oradient

Wykres.5. Naniesiony gradient

Ponizej wida¢ nieco powiekszone zdjecie. Narysowane proste utworzyty maty trojkat. Wtasnie jeden z
wierzchotkdw tego trojkata bedzie rozwigzaniem naszego zadania. Aby przekonac sie ktéry, musimy
poprowadzi¢ jeszcze jedna prosta prostopadta do gradientu i zaczepiong w punkcie [0,0].
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1

Wykres.6. krok 1

Ostatni krok. Przesuwamy ostatnio nakreslong prostg prostopadle do gradienta w gore (mozemy przedtuzyé
nieco gradient jesli trzeba) do pierwszego napotkanego wierzchotka naszego trdéjkata (w przypadku f-kcji celu
dazacej do maksimum przesuwamy prostg do ostatniego napotkanego wierzchotka). Po czym odczytujemy
wartosci z osi x4 i osi x, dla tego wierzchotka, ktére to wartosci sg rozwigzaniem zadania.

=l=prosta 1
il rosta 2
sl rosta 2
. o radient

Wykres.7. krok 1

W celu otrzymania dokfadnego wyniku obliczamy uktad réwnan dla prostych, ktére przecinajg sie w
wyznaczonym wierzchotku:

(1) 10x; + 1x, = 100

(2) 1x; + 10x, 200

(1)x, = 100-10x;
(2) x; + 10%(100-10%,) = 200

X;-100x; = 200-1000
x; = 800/99 = 8.08

X, = 100-10*8.08 = 19.19
Koszt = 5x + 8x, = 5*%8.08 + 8*19.19 = 193.92

Nalezy zmieszac 8.08 porcji karmy 1 i 19.19 porcji karmy 2. Mieszanka ta bedzie kosztowata 193.92 zi.
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2 Metoda simpleks

2.1 Wstep
Metoda ta pomaga w podjeciu takiej decyzji, ktora pozwoli przy ograniczonych zasobach osiggng¢ maksymalne
korzysci (minimalizacja kosztow lub maksymalizacja zyskéw).

Rozwigzanie, ktére uwzglednia natozone ograniczenia nazywac bedziemy rozwigzaniem dopuszczalnym. Uzyskawszy
rozwigzanie dopuszczalne - ulepszamy je tworzac kolejne o mniejszym koszcie (wiekszym zysku). Moze wiec by¢ ich
wiele, przy czym kazde kolejne powinno charakteryzowac sie lepszym wynikiem a przynajmniej nie gorszym. Naszym
celem jest otrzymad rozwigzanie dopuszczalne, ktérego wynik jest mozliwie najlepszy i takie rozwigzanie nazywadé
bedziemy rozwigzaniem optymalnym.

Kolejne kroki jakie nalezy wykona¢ w metodzie simpleks:
krok.1. Doprowadzenie zadania do postaci standardowe;j
krok.2. Doprowadzenie zadania do postaci kanonicznej

krok.3. Doprowadzenie zadania do bazowej postaci kanonicznej
krok.4. Przygotowanie tabelki metody simpleks na wyniki
krok.5. Wyliczenie wskaznikéw optymalnosci

krok.6. Sprawdzenie optymalnosci rozwigzania

Jezeli rozwiazanie nie jest optymalne:

krok.7. Znalezienie kryterium wejsciowego i wyjsciowego

krok.8. Zamiana zmiennej bazowej wyjsciowej na zmienng nie bazowg wejsciowg
krok.8. Zaktualizowanie tabeli wg nowej bazy

krok.8. Powrét do kroku 5

2.2 Przykladowe zadanie

Rozwigzmy nastepujace zadanie metoda simpleks.

Piekarnia produkuje 3 rodzaje butek (B1, B2, B3), ktére odpowiednio kosztujg 1, 3 i 2 ztote.

Na wypiek butki pierwszej (B1) potrzeba 1 dkg mqgki, 1 dkg cukru.

Na wypiek butki drugiej (B2) potrzeba 2 dkg mqki, 1 dkg cukru i 1 dkg rodzynek.

Butka trzecia (B3) wymaga 1 dkg mqki, 1 dkg cukru i 2 dkg rodzynek.

Przy czym w magazynie piekarni dostepne jest tylko 5 dkg maqki, 4 dkg cukru i 1 dkg rodzynek.

Nasze zadanie polega na ustaleniu ile i jakich butek powinnismy upiec aby otrzymac najwiekszy zysk, biorgc pod
uwage ograniczone zapasy sktadnikow.
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Na poczqtek trzeba prawidfowo wypetnic tabelke z danymi (Tabelka.1.)

llosc sktadnika na butke btk zapas skladnikow w magazynie

maka 5
cukier 4
rodzynki 1
max!
sktadniks LY
ceny bulek

Tabelka.1. Dane do zadania

Nastepnie nalezy doprowadzi¢ zadanie do postaci standardowej:
Majac prawidtowo zestawiong tabelke nie ma najmniejszego problemu z utozeniem uktadu w postaci standardowe;.

-> Najpierw uktadamy funkcje celu.

Naszym celem jest odpowiedz na pytanie: ile upiec pierwszych bulek B1 (x,), ile drugich B2 (x,) a ile trzecich B3 (xs)
aby otrzymac maksymalny zysk ?.

Cel dotyczyt bedzie kosztéw - interesuje wiec nas ostatni wiersz tabelki.

Przemnazamy nasze niewiadome x;, X,, X3 (ilosci butek) przez ich ceny (ostatni wiersz: 1, 3, 2), ktére po zsumowaniu
majg nam dac jak najwiekszg wartos¢.

Ix; +3x, +2x3 --> MAX

-> Nastepnie sporzgdzamy uktad nieréwnosci.

W tym miejscu natozymy ograniczenia na zuzycie podczas wypieku sktadnikow do ilosci jaka jest dostepna w
magazynie piekarni. Wykorzystamy dane z wnetrza tabelki (pomaranczowa czesc), ktére przemnozymy przez szukane
niewiadome (x,, X,, X3). Poczym natozymy ograniczenie, ze suma ich nie moze by¢ wieksza niz zapas w magazynie
(ostatnia kolumna oznaczona na niebiesko).

1X1 + 2X2 + 1X3 <=5
1X1 + 1X2 + 1X3 <=4
0X1 + 1X2 + 2X3 <=1

-> Na koniec naktadamy ograniczenia na rozwigzanie.

Logicznym jest, ze nie mozemy upiec minus 5 butek - dlatego zaktadamy, ze rozwigzanie bedzie wieksze lub réwne
zero.

X1>=0,%,>=0,%x3>=0

Ostatecznie - postac standardowa ukfadu
Ix; + 3%, +2x3 > MAX

1X1 + 2X2 + 1X3 <=5
1X1 + 1X2 + 1X3 <=4
0X1 + 1X2 + 2X3 <=1

Xq >= 0, Xy >= 0, X3 >=0
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Kolejny krok to doprowadzenie do postaci kanonicznej uktadu:

W tym kroku pozbywamy sie wszystkich nieréwnosci. Zrobimy to poprzez dodanie do naszych nieréwnosci
zmiennych swobodnych x,, X5, Xs. Zmienne te dodajemy rowniez do funkcji celu - jednak nie wptyng a one na wartosé
zysku gdyz dodawane sg ze wspotczynnikiem = 0.

Posta¢ kanoniczna uktadu
Ix; + 3%, + 2X3 + 0x4 + Ox5 + Oxg --> MAX

IX  + 2%+ Ix3+X4,=5
I+ 1x + Ixs + x5 =4
0X1+1X2+2X3+X6=1

X1>=0,%,>=0,%x3>=0,%>=0,%5>=0, %, >=0
Na koniec doprowadzamy do bazowej postaci kanonicznej uktadu:

W tym miejscu nalezy upewnic sie, czy kazde z réwnan posiada dodatkowg zmienng (oprdcz x4, X,, X3) z dodatnim
wspotczynnikiem = 1.

Po czym wstawiamy do kazdego réwnania zmienne wystepujgce w pozostatych rownaniach. Dodajemy je ze
wspotczynnikiem = 0, w kolejnosci od najmniejszego do najwiekszego indeksu.

Bazowa postac kanoniczna uktadu
Ix; + 3%, + 2X3 + 0x4 + Ox5 + Oxg  --> MAX

Ixg + 2%, + Ix3 + 1x, + Oxs + Oxg = 5
Ix;+ 1x; + Ix3 + 0%4 + IXs + Oxg =4

Ox1 + 1X; + 2X3 + 0%, + Ox5 + 1xg =1

X1>=0,%,>=0,%x3>=0,%>=0,%;>=0,%xs>=0
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Teraz mozemy przystgpic do tworzenia tabelki metody simleks

wspdtczynniki przy zmienmych szukanych wspdtczynniki przy zmiennych swobodnych

wspotczynniki f-kcji celu | _~Ceny
hieZzacego rozwiazania ' 2 zapas skladnikow
N e
0 ¥4 A
0 x5 4 *x
0 | x6 1 |
wskainki __y | kryteria wyjscia
pomacnicze | ” |
— V

wartosc f-keji celu
hieZacego rozwiazania

wskazniki optymalnosci

Tabelka.2. Tabelka metody simpleks

Tabelke wypetniamy na podstawie bazowej postaci kanonicznej ukfadu.

Pierwszy wiersz (kolor zielony) to przepisane wspdtczynniki funkcji celu. W drugi wiersz tabelki (pierwszy
pomaranczowy wiersz) wpisujemy nazwy wszystkich zmiennych. Kolejne pomararniczowe wiersze wypetniamy
liczbami stojgcymi przy tych zmiennych w réwnaniach - odpowiednio pierwszy pusty wiersz (trzeci od géry tabelki) to

pierwsze rownanie, drugi wiersz - drugie réwnanie, itd.
Przedostatnig kolumne (kolor niebieski, po prawej) wypetniamy liczbami stojgcymi po prawej stronie rownan.

Zostaty nam jeszcze do wypetnienia dwie pierwsze kolumny (kolor granatowy, po lewej). Pierwszg wypetniamy
liczbami stojgcymi przy zmiennych swobodnych w funkcji celu, natomiast drugie ich nazwami.

Dwa ostatnie wiersze (brgzowy, szary i czerwona komarka) oraz ostatnig kolumne (fioletowg) pozostawiamy na razie

puste.

Majqc przygotowangq tabelke bierzemy sie za obliczenia

Krok.1.
| 1 23 22 0 0 0 |
x1 II' x2 .'I x3 ¥ X5 xh
] [ 2 [ 1 1 0 ] 5
X | 1 0 | 0 I/’ 4
IO 1 2 0 0 | |1
XN | |
0*0+0*0+1*0=0 |

[1* IZI+I*IJ+I"*D 0] 2*0+1"0+1"0=0| 1* I]+1*EI+"*D 0| 1"0+0"0+0"0=01 0°0+1"0+0"0=0
0-0=0

\\

Tabelka.3. Tabelka metody simpleks

0-0=0

i

2- T— 0-0=0 1| 0°5+0"4+0"1=0 |

|—1 0=1 S0

W pierwszym kroku nalezy wyliczy¢ dwa ostatnie wiersze.
Pierwszy z nich wyliczamy jako iloczyn skalarny pierwszej kolumny po lewej (granatowy kolor) oraz kolejnej kolumny

wspotczynnikow (kolor pomaranczowy). Na poczatek wszystkie wyszty = 0.
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Ostatni wiersz - wskazniki optymalnosci - liczymy odejmujac od cen (kolor zielony) wiersz ponizej cen (kolor
brgzowy) z wyliczonymi przed chwilg wartosciami. Wskazniki te pozwalajg nam okresli¢ czy dane rozwigzanie jest
rozwigzaniem optymalnym.

Jezeli wszystkie wskazniki bedg niedodatnie w przypadku maksymalizacji f-kcji celu lub nieujemne dla minimalizacji f-
kcji celu.

Pozostata ostatnia komodrka do wyliczenia (czerwony kolor) - jest to wartosé funkcji celu dla biezacego rozwigzania.
Obliczamy jg jako wektor skalarny pierwszej kolumny (granatowy kolor) i kolumny przedostatniej (niebieski kolor).

Poniewaz wspotczynniki optymalnosci majg wartosci dodatnie - rozwigzanie nie jest optymalne.
Krok.2.

Kolejny krok to znalezienie najwiekszej wartosci w ostatnim wierszu (szarym - wskazniki optymalnosci) w przypadku
maksymalizacji funkgcji celu, lub najmniejszej w przypadku jej minimalizacji. Maksymalizujemy f-kcje celu wiec
szukamy maksymalnego wskaznika optymalnosci (kryterium wejécia). Jest to wartosc = 3. Po czym zaznaczamy catg
kolumne, w ktdrej znalezlismy max. wskaznik.

Nastepnie wyliczamy kryteria wyjscia (ostatnia, fioletowa kolumna) jako iloraz elemntu z niebiskiej kolumny i z
kolumny, ktérg wczesniej zaznaczylismy.

I 1 4 2 0 ] - il I_ o
d X2 K?-__ . | 34'-::' xb B ~

0 x4 | 2 — 1 | 0 0 he—_h)=0h
D Xﬁ | | ] I: |:| 4 4”:4
S ] ' : 0 i 1 {7i=1

— L 0 0 0 0]

3 2 | N o
| 1 CVJJ i — ) 0 0 I i |
MAX —

kryterium wejécia wskazniki optymalnosci

Tabelka.4. Tabelka metody simpleks

Krok.3.

W kroku trzecim szukamy najmniejszej wartosci w ostatniej kolumnie (fioletowej - kryterium wyjscia). Bierzemy pod
uwage tylko wartosci nieujemne. Nastepnie zaznaczamy caty wiersz, w ktérym znalezliémy kryterium wyjscia.

Wiemy teraz, jakg zmienng nie bazowa optaca sie wprowadzi¢ do bazy. Inaczej méwigc - jakg zmienng koloru
pomaranczowego wprowadzi¢ do kolumny granatowej (po lewej stronie).

Wymieniamy zmienng bazowg (kolumna granatowa) znajdujgca sie w zaznaczonym wierszu (jest nig xg ) na zmienng
nie bazowg (wiersz pomaraniczowy) znajdujacg sie w zaznaczonej kolumnie (jest nig x, ). Wraz z zmienng przenosimy
odpowiadajgcy jej wspdtczynnik z f-kcji celu (wartosc z zielonego wiersza).
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1 B 1! 2 |:' n 0 I
X'r T Ta X2 X3 wd x5 %6 .
| | 1 0 [ 0 4 4
0 2 0 0 | 1 ('—1')
| 0 0 0 0 0 0 | kryterium w';?:cia
| 1 ¥ 2 0 0 0 I| 0 |

Tabelka.5. Tabelka metody simpleks

Krok.4.

Mamy juz nowg baze. Nalezy teraz dla niej od$swierzy¢ tabelke. Na poczatek wykasujmy nieaktualne juz dane z
dwéch ostatnich wierszy i z ostatniej kolumny.

Najpierw zaktualizujemy wspodtczynniki (pomaranczowy kolor) oraz niebieskg kolumne po prawej stronie.

etap.1.

Zacznijmy od wiersza, w ktorym znalellismy kryterium wyjscia. Obliczamy w nim nowe wartosci jako iloraz wartosci z
kolejnej komorki tego wiersza przez wartosc z komoérki znajdujgcej sie na przecieciu wiersza ze znalezionym
kryterium wyjscia i kolumny ze znalezionym kryterium wejscia

(Tabelka.6. etap.1.).

etap.2.

Przejdzmy teraz wiersz wyzej. Tutaj wspotczynniki wyliczamy nieco inaczej mianowicie: odejmujemy od kolejnej
komoérki tego wiersza iloczyn wartosci znajdujgcej sie na przecieciu tego wiersza i kolumny, w ktérej znalezlismy
kryterium wejscia oraz wartosci obliczonych w etapie 1 (wartosci z nowej tabelki) - znajdujgcych sie w kolejnych
komdrkach wiersza, w ktorym znalezliSmy kryterium wyjscia (Tabelka.6. etap.2.).

etap.3.
Na tym etapie postepujemy identycznie jak w etapie.2. z tym, ze przenosimy sie wiersz wyzej (Tabelka.6. etap.3.)
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1 3 2 0 0 0 tabelka ze starym
"] XA 5 <6 roZwigzaniem
0 x4 1 2 ' 0 0 i
0 %9 1 1 | 0 1 0 4
3 % 1L » 0 " g ];5' i 2 s O i 1 s 1 ]
| |] / / f
L/ ] / | |
L I [ f (I
[ j'| \ .I [
I : 1 fl'- I. E\ 2 0 0 I nowa tabelka
' xI \ :-:3 \oxd x5 x6 ,
0 xd ‘-\ 0 0 5
0 x5 \ \1 1 iy 0 0
3 X2 0/1=0 11=1 21 =2 0A=0 011=0 11=1 11=1
I I
|

| 3 2 0 0 0 tabelka ze starym
¥ X2 0 xd x5 %6 rozwiazanien
0 x4 1 2 ' 1 0 0 5
0 X ] T. i y | | I i 0 [
3 x| | o o [ 2 ] o 0 1 [ 1
! II
[ ] " |
O / i
| /
I II 1 r.fI 0 0 I nowa tabelka
| xi / ' x5 x6
0 | || v ¥ D D I
0 X5 1-01] =1 1-0°1] =1 0-1*[1=1 41*1]=3
3 X 2o Yo 31 X1
I I
|

Tabelka.6. Etap 2. Tabelka metody simpleks
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0 | tabelka ze starym

| 1 3 2 0 0
X1 >(2 x3 || :{4 :{5 KE roZWwigzaniem
1] x|l ’ i T' 2 ’ Il ;l i i * 5
NN /~/ 1 || [0 1 D 4
3 x2 [0 C 1o [ 2 [0 0 1 1
| A -' [
[ AL | | |
L] ’ [\ ' . ||
'. [ 1N —1 '
| | 1/ | | 3 ~_1\ 2_‘__'_"“"*&,& 0 0 0 | nowa tabelka
" Y W X g wd X3 xb
0 x4 1-0°2 =1 2-12]=0 122 =3 102 =1 0-012] =0 01°[2[=2 51*2]=3
0% {1 {o t 1 ‘\:1 1 {1 ta
3 x2 * ) * 1 2 0 0 * 1
[ I
I

Tabelka.6. Etap 3. Tabelka metody simpleks

Krok.5.
Kolejny krok do wyliczenie wskaznikdw pomocniczych, wskaznikéw optymalnosci oraz wartosé f-kcji celu dla

biezgcego rozwigzania tak jak zostato to pokazane w kroku.1. (Tabelka.7.)

Poniewaz wspédtczynniki optymalnosci majg wartosci dodatnie - rozwigzanie nie jest optymalne.

x1

—._.“'
— Ll |

Dol xd || i
{D b l 0 /
3\ x2 /) | On ] |
T - |
\ [10+1°0+0*3=0 | D0w0*0+1*353 | -3 v
[ 1-0-1 3-750 2- 0-3=3  J[0°3+0°3+31=3 ]
"—-—-_.___‘_‘_‘_ —

Tabelka.7. Tabelka metody simpleks

Krok.6.
Szukamy kolejnego rozwigzania. Wymazujemy nieaktualne juz zaznaczenie kolumny z kryterium wejscia i wiersza z

kryterium wyjscia. Po czym szukamy nowego kryterium wejscia oraz wyliczamy wartosci fioletowej kolumny po

prawej stronie, wg opisu w kroku.2. (Tabelka.7.)
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| 1 3 2 6 0 0 I
= = ™
x1 X2 —T 3 x4 X3 x6 kY
0 x4 le—1T_ 0 3 ' 0 2 3 &——r 313
0 x5 1 0 1 0 1 1 3 e—p 313
3 X2 0 1 2 0 0 [ 1 -
| 0 3 ( 0 0 3 |
e o
1) 0 7] 0 0 3 I 3 |

MAX (kryterium wejscia)
Tabelka.8. Tabelka metody simpleks
Krok.7.

Teraz nalezy odszukaé kryterium wyjscia i zastgpi¢ zmienng bazowg x, zmienng nie bazowg x;, wg opisu w kroku.3.
(Tabelka.7.)

{kryterium wyjscia)

MIN
3
3 3
1
[ 0 3 6 0 0 3 |
[ 1 0 4 0 3 [ 3 |
Tabelka.9. Tabelka metody simpleks
Krok.8.
Dalej postepujgc wg opisu w krokach 4 i 5 otrzymamy w wyniku tabelke jak ponizej (Tabelka.10.).
Zauwazmy, ze zaden wspdtczynnik nie jest dodatni - wynika stad, ze otrzymalismy rozwigzanie optymalne
1 3 2 0 0 0
x1 x2 ®3 x4 X5 %6
1 x1 1 0 -3 ' 0 -2 3 3
0 x5 0 2 -1 1 1 0 -
3 x2 0 1 2 ] 0 1 1
[ 1 3 3 1 0 1 |
| 0 0 1 1 0 1 [ 6 |

Tabelka.10. Rozwigzanie optymalne
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Jak odczytac rozwiqzanie?

Tabelka.11. Odczytywanie rozwigzania

Aby odczytac rozwigzanie interesowac nas bedg tylko nazwy zmiennych umieszczone po lewej stronie w granatowe;j
ramce oraz odpowiadajgce im wartosci zawarte w ramce niebieskiej po prawej stronie. Przyda tez sie ostatnia
czerwona komérka zawierajgca zysk.

Rozwigzanie:
X1=3
Xs=0
X, =1

Reszta zmiennych réwna jest zero.
x3=0
Xa=0
Xe=0

Zysk jaki uzyskalismy réwny jest 6.

Przy natozonych ograniczeniach sktadnikéw powinnismy upiec 3 butki | rodzaju (B1) i 1 butke rodzaju Il (B2) aby
otrzymacé maksymalny zysk = 6.
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3 Problem transportowy

3.1 Wstep

Rozwigzanie problemu transportowego polega na znalezieniu takiej drogi pomiedzy dostawcami a odbiorcami, ktorej
koszt jest jak najnizszy - rozwigzanie optymalne.

Majac przed sobg zadanie transportowe - najpierw budujemy rozwigzanie dopuszczalne nastepnie sprawdzamy czy
jest rozwigzaniem optymalnym. Jezeli nie jest budujemy kolejne rozwigzanie dopuszczalne lepsze od poprzedniego
lub przynajmniej nie gorsze. Z nowym rozwigzaniem dopuszczalnym postepujemy jak z poprzednim do momentu
otrzymania wyniku optymalnego.

Zagadnienie transportowe rozwigzujemy w nastepujacych krokach:

krok.1. Znalezienie rozwigzania dopuszczalnego jedng z metod: pn.-zach. kata, najmniejszego elementu, VAM
krok.2. Obliczenie kosztu rozwigzania

krok.3. Sprawdzenie, czy rozwigzanie jest zdegenerowane (czy jest odpowiednia ilo$¢ baz)

krok.4. Jezeli jest niezdegenerowane nalezy zastosowa¢ metode e-perturbacji

krok.5. Sprawdzenie, czy rozwigzanie jest optymalne metoda potencjatéow

krok.6. Jezeli nie jest optymalne nalezy stworzy¢ cykl i zbudowac nowe rozwigzanie dopuszczalne

krok.7. Powtarzanie krokéw 5 i 6 do momentu otrzymania rozwigzania optymalnego

Rozwigzanie dopuszczalne - rozwigzanie, ktére w wyniku daje niski koszt ale jest mozliwos¢ w prosty sposdb
uzyskania kosztu nizszego. Jest to rozwigzanie przejsciowe. Istnieje wiele rozwigzan dopuszczalnych dla jednego
zagadnienia transportowego, przy czym kazde kolejne ma lepszy (nizszy)lub przynajmniej nie gorszy koszt od
poprzedniego.

Rozwigzanie optymalne - rozwigzanie, ktére w wyniku daje koszt najnizszy do uzyskania poprzez znane nam metody.
Jest to rozwigzanie koricowe. Moze istniec kilka rozwigzan optymalnych dla jednego zagadnienia transportowego -
lecz koszt kazdego z nich powinien by¢ taki sam.
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3.2 Metoda gornego-lewego rogu

Na stronie pokazane zostaty obliczenia dla zadania zbilansowanego (zamknietego) tzn takiego, dla ktérego suma
podazy réwna sie sumie popytu. W innym wypadku nalezy najpierw zadanie sprowadzi¢ do zadania zbilansowanego.

Metoda zwana réwniez pn. - zach. kata. Metodg tg uzyskamy rozwigzanie dopuszczalne zadania transportowego. Nie
bierze ona pod uwage macierzy kosztéw przez co koszt rozwigzania jest dosé¢ wysoki w poréwnaniu z pozostatymi
metodami.

Wyobrazmy sobie nastepujgce zagadnienie transportowe:

Jestesmy firmg przewozowq (np. oranzady). Czterech producentow oranzady (P1, P2, P3, P4) z roznych miast
dysponuje odpowiednio 20, 30, 10 i 40 skrzynkami napoju. Natomiast 5 sklepow (S1, S2, S3, S4, S5) z innych miast
chetnie kupig odpowiednio 10, 15, 30, 10 i 35 skrzynek. Mamy jak najmniejszym kosztem porozwozi¢ wszystkie
skrzynki, znajqc koszty drogi od danego producenta (dostawcy) do kazdego sklepu (odbiorcy). Koszty te zostaty
zestawione w tabeli ponizej (Tabelka.1.).

dostawcy
I'd

20 30 10 40 odbiorcy
P1 P2 P3 P4 'Y

5 2 1 5 S1 | 10

3 1 1 4 S2 | 15

1 1 2 3 S3 | 30

2 1 5 1 sS4 | 10

2 1 2 6 S5 | 35

X
koszty

Tabelka.1. Zestawienie danych z zadania w postaci tabelki

Rozwigzanie problemu metodgq pn. - zach. kqta:

Na poczatek musimy przygotowad sobie czystg tabelke o wymiarze m-wierszy na n-kolumn,
gdzie:

m - liczba odbiorcow,

n - liczba dostawcow.

Dodajemy wiersz u gory z liczbg towaru do dostarczenia (podaz) i kolumne na korcu z liczbg towaru do odebrania
(popyt).

Problem transportowy | Anna Tomkowska



[BADANIA OPERACYJNE - PROGRAMOWANIE LINIOWE]

podaz
| popyt
20 30 10 40 »
10
15
30
10
35

Tabelka.2. Tabelka na wyniki

Wypetnianie tabelki zaczynamy od pierwszej komérki w gérnym, lewym narozniku. Komérce tej odpowiada dana
podaz (w komdrce powyzej) oraz dany popyt (w ostatniej kolumnie). Wybieramy sposrdd nich mniejszg wartosc i
wpisujemy jg do komarki. Nastepnie nalezy te wartosé odjgé zaréwno od podazy jak i od popytu. Dla pierwszej
komérki podaz przyjmuje warto$¢ 20 natomiast popyt 10. Mniejszg sposrdd nich jest 10 i tg wartos¢ wpisujemy do
komorki. T9 samg wartos¢ (10) odejmujemy zaréwno od podazy (20-10=10) jak i od popytu (10-10=0) (Tabelka. 3.).

20-10=10
—20— 30 10 40
10 —10— 10-10=0
15
30
10
35

Tabelka.3. Krok.1. Min(20,10) = 10

Teraz sprawdzamy, gdzie po odjeciu uzyskalismy 0 (w podazy czy w popycie). Jezeli wyzerowat sie popyt to w danym
wierszu wpisujemy w reszte komoérek zera. Jezeli wyzerowataby sie podaz to nalezatoby wpisac zera w reszte
komodrek w danej kolumnie. W tym przypadku wyzerowat sie popyt wiec nalezy wypetnié reszte komadrek w wierszu

pierwszym zerami (Tabelka. 4.).

10 30 10 40

10 0 0 0 0
15
30
10
35

Tabelka.4. Popyt = 0. Zerujemy reszte komdérek w wierszu.
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Idziemy do kolejnej wolnej komérki, wpisujemy mniejszg wartos¢ z odpowiadajgcych jej popytu i podazy.
Pomniejszamy o tg samg warto$¢ odpowiadajacy komdrce podaz i popyt (Tabelka. 5.).

10-10=0
—10— 30 10 40
10 0 0 0 0
10 —45— 15-10=5
30
10
35

Tabelka.5. Krok.2. Min(10,15) = 10

UzyskaliSmy zero w podazy wiec wstawiamy zera w reszte komorek w danej kolumnie (Tabelka. 6.).

0 30 10 40

10 0 0 0 0
10 5
0 30
0 10
0 35

Tabelka.6. Podaz = 0. Zerujemy reszte komdrek w kolumnie.

Idziemy do kolejnej wolnej komérki, wpisujemy mniejszg wartos¢ z odpowiadajacych jej popytu i podazy.
Pomniejszamy o tg samg warto$¢ odpowiadajacy komodrce podaz i popyt (Tabelka. 7.).

30-5=25
0 —30— 10 40
10 0 0 0 0
10 5 —5— 5-5=0
0 30
0 10
0 35

Tabelka.7. Krok.3. Min(30,5) = 5

UzyskaliSmy zero w popycie wiec wstawiamy zera w reszte komorek w danym wierszu (Tabelka. 8.).
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0 25 10 40

10 0 0 0 0
10 5 0 0 0
0 30
0 10
0 35

Tabelka.8. Popyt = 0. Zerujemy reszte komorek w wierszu.

Idziemy do kolejnej wolnej komérki, wpisujemy mniejszg wartos¢ z odpowiadajgcych jej popytu i podazy.
Pomniejszamy o tg samg warto$¢ odpowiadajacy komdrce podaz i popyt (Tabelka. 9.).

25-25=0
0 —25— 10 40

10 0 0 0 0

10 5 0 0 0

0 25 — 30— 30-25=5
0 10

0 35

Tabelka.9. Krok.3. Min(25,30) = 25

UzyskaliSmy zero w podazy wiec wstawiamy zera w reszte komdrek w danej kolumnie (Tabelka. 10.).

0 0 10 40

10 0 0 0 0
10 5 0 0 0
0 25 5
0 0 10
0 0 35

Tabelka.10. Podaz = 0. Zerujemy reszte komdrek w kolumnie.

Idziemy do kolejnej wolnej komérki, wpisujemy mniejszg wartos¢ z odpowiadajacych jej popytu i podazy.
Pomniejszamy o tg samg warto$¢ odpowiadajacy komodrce podaz i popyt (Tabelka. 11.).
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10-5=5
0 0 —10— 40
10 0 0 0 0
10 5 0 0 0
0 25 5 —5— 5-5=0
0 0 10
0 0 35

Tabelka.11. Krok.3. Min(10,5) = 5

UzyskaliSmy zero w popycie wiec wstawiamy zera w reszte komorek w danym wierszu (Tabelka. 12.).

0 0 5 40

10 0 0 0 0
10 5 0 0 0
0 25 5 0 0
0 0 10
0 0 35

Tabelka.12. Popyt = 0. Zerujemy reszte komdrek w wierszu.

Idziemy do kolejnej wolnej komérki, wpisujemy mniejszg wartos¢ z odpowiadajgcych jej popytu i podazy.
Pomniejszamy o tg samg warto$¢ odpowiadajacy komdrce podaz i popyt (Tabelka. 13.).

5-5=0
0 0 —5— 40
10 0 0 0 0
10 5 0 0 0
0 25 5 0 0
0 0 5 —40— 10-5=5
0 0 35

Tabelka.13. Krok.3. Min(5,10) = 5

UzyskaliSmy zero w podazy wiec wstawiamy zera w reszte komorek w danej kolumnie (Tabelka. 14.).

0 0 0 40

10 0 0 0 0
10 5 0 0 0
0 25 5 0 0
0 0 5 5
0 0 0 35

Tabelka.14. Podaz = 0. Zerujemy reszte komdrek w kolumnie.
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Idziemy do kolejnej wolnej komérki, wpisujemy mniejszg wartos¢ z odpowiadajgcych jej popytu i podazy.
Pomniejszamy o tg samg warto$¢ odpowiadajacy komdrce podaz i popyt (Tabelka. 15.).

40-5=35
0 0 0 —40—
10 0 0 0 0
10 5 0 0 0
0 25 5 0 0
0 0 5 5 —5— 5-5=0
0 0 0 35

Tabelka.15. Krok.3. Min(40,5) = 5

UzyskaliSmy zero w popycie wiec wstawiamy zera w reszte komorek w danym wierszu (Tabelka. 16.).

0 0 0 35

10 0 0 0 0
10 5 0 0 0
0 25 5 0 0
0 0 5 3 0
0 0 0 35

Tabelka.16. Popyt = 0. Nie ma wiecej komorek w wierszu.

Idziemy do kolejnej wolnej komérki, wpisujemy mniejszg wartos¢ z odpowiadajgcych jej popytu i podazy.
Pomniejszamy o tg samg wartos$¢ podaz i popyt (Tabelka. 17.). Jest to juz ostatni element w tabelce. Wartos$¢ podazy
i popytu dla ostatniego elementu zawsze powinna by¢ taka sama.

35-35=0
0 0 0 —39—
10 0 0 0 0
10 5 0 0 0
0 25 5 0 0
0 0 5 5 0
0 0 0 35 —35— 35-35=0

Tabelka.17. Krok.3. Min(35,35) = 35

Tabelka po tym kroku powinna mieé wszystkie wartosci popytu i podazy réwne zero. (Tabelka. 18.).
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0 0 0 0

10 0 0 0 0
10 5 0 0 0
0 25 5 0 0
0 0 5 3 0
0 0 0 35 0

Tabelka.18. Ostatni element w tabelce

W ten sposéb uzyskaliSmy rozwigzanie dopuszczalne(Tabelka. 19.). Wszystkie zerowe elementy rozwigzania
nazywamy elementami nie bazowymi. Natomiast elementami bazowymi nazywamy wszystkie elementy niezerowe.
Przy czym el. bazowych powinno by¢ m+n-1 (5+4-1=8), wéwczas rozwigzanie nazywamy zdegenerowanym. W innym
przypadku rozwigzanie bedzie niezdegenerowane a my nie bedziemy w stanie sprawdzi¢ jego optymalnosci metoda

potencjatéw.
20 30 10 40
10 0 0 0 10
10 5 0 0 15
0 25 5 0 30
0 0 5 5 10
0 0 0 35 35
w w
elementy niebazowe elementy bazowe

Tabelka.19. Krok.4. Rozw. dopuszczalne -> zdegenerowane (8 el. bazowych).

Na koniec nalezatoby policzy¢ koszt jaki uzyskaliSmy tg metodga. Koszt wyliczamy przemnazajgc dany element tablicy
kosztow z danym elementem naszego rozwigzania poczym wartosci te sumujemy (Tabelka. 20.).
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5 2 1 5
3 1 1 4
1 1 2 3
2 1 5 1
2 1 2 6
koszty
10 0 0 0
10 5 0 0
0 25 5 0
0 0 5 5
0 0 0 35

rozwigzanie dopuszczalne

koszt rozwiazania
510+ 310+ 15+ 125+ 2"5+ 55+ 1"5 + 6"35 = 360

Tabelka.20. Koszt rozwigzania dopuszczalnego

Uzyskali$my wynik 360. Poréwnujac go z kosztem uzyskanym innymi metodami (najmniejszego elementu lub VAM)
zauwazymy, ze jest to wynik najgorszy. Wynika to z faktu, ze rozwigzujac problem metodga pn. - zach. kata nie
bierzemy pod uwage kosztéw. Dlatego metoda ta rzadko daje nam rozwigzanie optymalne.
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3.3 Metoda najmniejszego elementu

Petna nazwa to metoda najmniejszego elementu w macierzy kosztéw. Metoda tg uzyskamy rozwigzanie
dopuszczalne zadania transportowego. Bierze ona pod uwage macierz kosztéw dzieki czemu daje w wyniku niski
koszt rozwigzania.

Wyobrazmy sobie nastepujgce zagadnienie transportowe:

Jestesmy firmg przewozowgq (np. oranZady). Czterech producentdw oranzady (P1, P2, P3, P4) z roznych miast
dysponuje odpowiednio 20, 30, 10 i 40 skrzynkami napoju. Natomiast 5 sklepow (S1, S2, S3, 5S4, S5) z innych miast
chetnie kupig odpowiednio 10, 15, 30, 10 i 35 skrzynek. Mamy jak najmniejszym kosztem porozwozi¢ wszystkie
skrzynki, znajgc koszty drogi od danego producenta (dostawcy) do kazdego sklepu (odbiorcy). Koszty te zostaty
zestawione w tabeli ponizej (Tabelka.1.).

dostawcy
I'd

20 30 10 40 odbiorcy
P1 P2 P3 P4 'Y

o] 2 1 3] S1 | 10

3 1 1 4 S2 | 15

1 1 2 3 S3 | 30

2 1 5 1 S4 | 10

2 1 2 6 S5 | 35

bl
Koszty

Tabelka.1. Zestawienie danych z zadania w postaci tabelki

Rozwigzanie problemu metodg najmniejszego elementu macierzy kosztéw:

Na poczatek musimy przygotowad sobie dwie tabelki o wymiarze m-wierszy na n-kolumn,
gdzie:

m - liczba odbiorcow,

n - liczba dostawcow.

Dodajemy wiersz u gory z liczbg towaru do dostarczenia (podaz) i kolumne na koncu z liczbg towaru do odebrania

(popyt).
Przy czym pierwsza tabelka jest czysta (na wyniki) druga natomiast wypetniona kosztami (Tabelka.2.).
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podaz podaz
\ popyt \ popyt
20 30 10 40 ¥ 20 30 10 40 ¥
10 5 2 1 5 10
15 3 1 1 4 15
30 1 1 2 3 30
10 2 1 5 1 10
35 2 1 2 5 35

bl
koszty

Tabelka.2. Tabelka na wyniki (a) oraz tabelka kosztéw (b)

W pierwszym kroku ktadziemy przed sobg tabelke kosztow. Zaczynajac od gory szukamy pierwszej komorki o
najmniejszym koszcie, odznaczamy jg. Komodrce tej odpowiada jedna warto$¢ podazy oraz popytu. Wybieramy
sposréd nich wartos¢ mniejszg i odejmujemy jg zarowno od danej komérki popytu jak i komérki podazy.

Pierwszym minimalnym kosztem jest 1, o podazy = 10 jak i popycie = 10. WartosSci podazy i popytu sg rowne, wiec
wartoscig minimalng bedzie 10. Odejmujemy j3 od popytu (10-10=0) jak i od podazy (10-10=0) (Tabelka. 3.).

10-10=0
20 30 —16— 40
3] 2 1 5 —40— 10-10=0
3 1 1 4 15
1 1 2 3 30
2 1 5 1 10
2 1 2 6 35

Tabelka.3. Krok.1.Min. koszt = 1. Min(10,10) = 10

Teraz siegamy po czystg tabelke. Wpisujemy naszg wartos$¢ minimalng min(popyt,podaz) w komorke, ktéra
odpowiada komadrce z minimalnym kosztem w tabeli kosztéw. Nastepnie sprawdzamy, ktdra wartos¢ (popytu czy
podazy) wyzerowata sie. Jezeli wyzerowata sie podaz to wstawiamy zera w reszte komadrek w tej kolumnie, jezeli
popyt to wstawiamy zera w reszte komdrek danego wiersza. W tym przypadku wyzerowata sie zaréwna podaz jak i
popyt - wypetniamy wiec zerami zaréwno wiersz jak i kolumne (Tabelka. 4.).

20 30 0 40 20 30 0 40
10 0 0 0 10 0 0
15 0 15
30 0 30
10 0 10
35 0 35
Tabelka.4. Miejsce odpowiadajgce minimalnemu kosztowi w tabeli kosztéw - (1,3). Popyt=0 i podaz=0, zerujemy

komorki w kolumnie jak i w wierszu.
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Krok drugi - bierzemy tabelke kosztéw i zakreslamy na niej komorki, ktére wypetnilismy zerami w tabelce wynikow.

Nastepnie szukamy w niej nastepnego minimalnego kosztu (pomijajgc zakreslone komarki). Jest to koszt =1 o
wartosci podazy 30 i popycie 15. Wartoscig mniejszg jest 15. Odejmujemy jg od podazy (30-15=15) jak i od popytu
(15-15=0) (Tabelka. 5.).

30-15=15
20 30 0 40 20 30— 0 40
5 2 1 5 0 5 2 1 5 0
3 1 1 4 15 3 1 1 4 —45— 15-15=0
1 1 2 3 30 1 1 2 3 30
2 1 5 1 10 2 1 5 1 10
2 1 2 6 35 2 1 2 6 35

Tabelka.5. Krok.2.Min. koszt = 1. Min(30,15) = 15

Siegamy po tabelke wynikéw. Wpisujemy 15 w miejsce odpowiadajgce minimalnej wartosci kosztéw w tabelce
kosztow. Wyzerowat sie popyt, wiec wypetniamy reszte komérek w wierszu zerami (Tabelka. 6.).

20 15 0 40 20 15 0 40
0 0 10 0 0 0 0 10 0 0
15 0 0 0 15 0 0 0
0 30 0 30
0 10 0 10
0 35 0 35
Tabelka.6. Miejsce odpowiadajace minimalnemu kosztowi w tabeli kosztow - (2,2). Popyt=0, zerujemy komorki w

Krok kolejny - bierzemy tabelke kosztéw i zakreslamy na niej komarki, ktére wypetnilismy zerami w tabelce wynikow.
Nastepnie szukamy w niej nastepnego minimalnego kosztu (pomijajac zakreslone komarki). Jest to koszt =1 o
wartosci podazy 20 i popycie 30. Wartoscig mniejszg jest 20. Odejmujemy jg od podazy (20-20=0) jak i od popytu
(30-20=10) (Tabelka. 7.).

20-20=0
20 15 0 40 20— 15 0 40
5 2 1 5 0 5 2 1 5 0
3 1 1 4 0 3 1 1 4 0
1 1 2 3 30 1 1 2 3 —30— 30-20=1C
2 1 5 1 10 2 1 5 1 10
2 1 2 6 35 2 1 2 6 35

Tabelka.7. Krok.3.Min. koszt = 1. Min(20,30) = 20

Siegamy po tabelke wynikdéw. Wpisujemy 20 w miejsce odpowiadajgce minimalnej wartosci kosztéw w tabelce
kosztow. Wyzerowata sie podaz, wiec wypetniamy reszte komdrek w kolumnie zerami (Tabelka. 8.).
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0 15 0 40 0 15 0 40
0 0 10 0 0 0 0 10 0 0
0 15 0 0 0 0 15 0 0 0
20 0 10 20 0 10
0 10 0 0 10
0 35 0 0 35
Tabelka.8. Miejsce odpowiadajace minimalnemu kosztowi w tabeli kosztow - (3,1). Podaz=0, zerujemy komorki w
kolumnie.

Krok kolejny - bierzemy tabelke kosztéw i zakreslamy na niej komarki, ktére wypetnilismy zerami w tabelce wynikow.
Nastepnie szukamy w niej nastepnego minimalnego kosztu (pomijajac zakreslone komarki). Jest to koszt =1 o
wartosci podazy 15 i popycie 10. Wartoscig mniejszg jest 10. Odejmujemy jg od podazy (15-10=5) jak i od popytu
(10-10=0) (Tabelka. 9.).

15-10=5
0 15 0 40 0 —45— 0 40
5 2 1 5 0 5 2 1 5 0
3 1 1 4 0 3 1 1 4 15
1 1 2 3 10 1 1 2 3 —49— 10-10=0
2 1 5 1 10 2 1 5 1 10
2 1 2 6 35 2 1 2 6 35

Tabelka.9. Krok.4.Min. koszt = 1. Min(15,10) = 10

Siegamy po tabelke wynikéw. Wpisujemy 10 w miejsce odpowiadajgce minimalnej wartosci kosztéw w tabelce
kosztow. Wyzerowat sie popyt, wiec wypetniamy reszte komérek w wierszu zerami (Tabelka. 10.).

0 5 0 40 0 5 0 40
0 0 10 0 0 0 0 10 0 0
0 15 0 0 0 0 15 0 0 0
20 10 0 0 20 10 0 0 0
0 10 0 0 10
0 35 0 0 35
Tabelka.10. Miejsce odpowiadajgce minimalnemu kosztowi w tabeli kosztéw - (3,2). Popyt=0, zerujemy komérki w

wierszu.

Krok kolejny - bierzemy tabelke kosztéw i zakreslamy na niej komarki, ktére wypetnilismy zerami w tabelce wynikow.
Nastepnie szukamy w niej nastepnego minimalnego kosztu (pomijajgc zakreslone komorki). Jest to koszt =1 o
wartosci podazy 5 i popycie 10. Wartoscig mniejszg jest 5. Odejmujemy jg od podazy (5-5=0) jak i od popytu (10-5=5)
(Tabelka. 11.).
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5-5=0
0 5 0 40 0 —5— 0 40
5 2 1 5 0 5 2 1 5 0
3 1 1 4 0 3 1 1 4 0
1 1 2 3 0 1 1 2 3 0
2 1 5 1 10 2 1 D 1 —40— 10-5=5
2 1 2 6 35 2 1 2 6 35

Tabelka.11. Krok.5.Min. koszt = 1. Min(5,10) = 5

Siegamy po tabelke wynikéw. Wpisujemy 5 w miejsce odpowiadajgce minimalnej wartosci kosztéw w tabelce
kosztow. Wyzerowata sie podaz, wiec wypetniamy reszte komdrek w kolumnie zerami (Tabelka. 12.).

0 0 0 40 0 0 0 40
0 10 0 0 0 10 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
20 10 0 0 0 20 0 0 0
0 5 0 5 0 5 0 5
0 0 35 0 0 0 35
Tabelka.12. Miejsce odpowiadajgce minimalnemu kosztowi w tabeli kosztéw - (4,2). Podaz=0, zerujemy komdrki w
kolumnie.

Krok kolejny - bierzemy tabelke kosztéw i zakreslamy na niej komarki, ktére wypetnilismy zerami w tabelce wynikow.
Nastepnie szukamy w niej nastepnego minimalnego kosztu (pomijajgc zakreslone komarki). Jest to koszt =1 o
wartosci podazy 40 i popycie 5. Wartoscig mniejszg jest 5. Odejmujemy jg od podazy (40-5=35) jak i od popytu (5-
5=0) (Tabelka. 13.).

40-5=35
0 0 0 40 0 0 0 —40—
5 2 1 5 0 5 2 1 5 0
3 1 1 4 0 3 1 1 4 0
1 1 2 3 0 1 1 2 3 0
2 1 5 1 5 2 1 5 1 —5— 5-5=0
2 1 2 6 35 2 1 2 6 35

Tabelka.13. Krok.6.Min. koszt = 1. Min(40,5) = 5

Siegamy po tabelke wynikéw. Wpisujemy 5 w miejsce odpowiadajgce minimalnej wartosci kosztéw w tabelce
kosztow. Wyzerowat sie popyt jednak nie ma w wierszu juz wiecej komdrek do wyzerowania (Tabelka. 14.).
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0 0 0 35 0 0 0 35

0 0 10 0 0 0 0 10 0 0

0 15 0 0 0 0 15 0 0 0

20 10 0 0 0 20 10 0 0 0

0 5 0 5 0 0 3 0 5 0

0 0 0 35 0 0 0 35
Tabelka.14. Miejsce odpowiadajace minimalnemu kosztowi w tabeli kosztow - (4,4). Popyt=0, nie ma co zerowac.

Krok ostatni - bierzemy tabelke kosztéw i zakreslamy na niej komorki, ktére wypetnilismy zerami w tabelce wynikow.
Zostata ostatnia nie zakreslona komadrka w tabelce kosztow. Jest to koszt = 6 o wartosci podazy 35 i popycie 35. Dla
ostatniego elementu (w ostatnim kroku) popyt i podaz zawsze muszg by¢ sobie rowne. Odejmujemy 35 od podazy
(35-35=0) jak i od popytu (35-35=0 (Tabelka. 15.).

35-35=0
0 0 0 35 0 0 0 —35—
5 2 1 5 0 5 2 1 5 0
3 1 1 4 0 3 1 1 4 0
1 1 2 3 0 1 1 2 3 0
2 1 5 1 0 2 1 5 1 0
2 1 2 6 35 2 1 2 6 —35— 35-35=0

Tabelka.15. Krok.7.Min. koszt = 6. Min(35,35) = 35

Siegamy po tabelke wynikdéw. Wpisujemy 35 w ostatnig komadrke tabelki. Wyzerowaty sie zaréwno popyt jak i podaz
(Tabelka. 16.).

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 10 0 0 0 0 10 0 0
0 15 0 0 0 0 15 0 0 0
20 10 0 0 0 20 10 0 0 0
0 0 5 0 0 0 5 0
0 0 0 35 0 0 0 0 35 0
Tabelka.16. Miejsce odpowiadajgce minimalnemu kosztowi w tabeli kosztéw - (5,4). Popyt=0, nie ma co zerowac.

Tabelka po tym kroku powinna mie¢ wszystkie wartosci popytu i podazy réwne zero.

W ten sposéb uzyskaliSmy rozwigzanie dopuszczalne(Tabelka. 19.). Wszystkie zerowe elementy rozwigzania
nazywamy elementami nie bazowymi. Natomiast elementami bazowymi nazywamy wszystkie elementy niezerowe.
Przy czym el. bazowych powinno by¢ m+n-1 (5+4-1=8), wéwczas rozwigzanie nazywamy zdegenerowanym. W innym
przypadku rozwigzanie bedzie niezdegenerowane a my nie bedziemy w stanie sprawdzié jego optymalnos$ci metoda
potencjatéw.
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20 30 10 40

0 0 10 0 10
0 15 0 0 15
20 10 0 0 30
0 5 0 5 10
0 0 0 35 35

o\ o\
elementy niebazowe elementy bazowe

Tabelka.19. Rozw. dopuszczalne -> niezdegenerowane (7 el. bazowych).

Na koniec nalezatoby policzy¢ koszt jaki uzyskaliSmy tg metodga. Koszt wyliczamy przemnazajac dany element tablicy
kosztéw z danym elementem naszego rozwigzania poczym wartosci te sumujemy (Tabelka. 20.).

5 2 1 5
3 1 1 4
1 1 2 3
2 1 5 1
2 1 2 6
koszty
0 0 10 0
0 15 0 0
20 10 0 0
0 5 0 5
0 0 0 35

rozwigzanie dopuszczalne

koszt rozwiazania
110+ 115+ 120+ 1"10+1"5 + 1"5 + 6"35 = 275

koszt rozwiazania dopuszczalnego wynosi 275

Tabelka.20. Koszt rozwigzania dopuszczalnego

Uzyskalismy wynik 275. Poréwnujac go z kosztem uzyskanym innymi metodami (pn.-zach. kata lub VAM)
zauwazymy, ze wynik nie jest najgorszy (ani najlepszy). W odrdznieniu od metody pn. - zach. kata w metodzie
najmniejszego elementu bierzemy pod uwage macierz kosztow.
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Metoda VAM

Metodg tg uzyskamy rozwigzanie dopuszczalne zadania transportowego. Bierze ona pod uwage macierz kosztéw
dzieki czemu daje w wyniku niski koszt rozwigzania (czesto lepszy jak metodg najmniejszego elementu).

Wyobrazmy sobie nastepujace zagadnienie transportowe:

Jestesmy firmg przewozowq (np. oranZady). Czterech producentdw oranzady (P1, P2, P3, P4) z roznych miast
dysponuje odpowiednio 20, 30, 10 i 40 skrzynkami napoju. Natomiast 5 sklepow (S1, S2, S3, S4, S5) z innych miast
chetnie kupig odpowiednio 10, 15, 30, 10 i 35 skrzynek. Mamy jak najmniejszym kosztem porozwozi¢ wszystkie
skrzynki, znajgc koszty drogi od danego producenta (dostawcy) do kazdego sklepu (odbiorcy). Koszty te zostaty
zestawione w tabeli ponizej (Tabelka.1.).

dostawcy
I'd

20 30 10 40 odbiorcy
P1 P2 P3 P4 'Y

o] 2 1 3] S1 | 10

3 1 1 4 S2 | 15

1 1 2 3 S3 | 30

2 1 5 1 S4 | 10

2 1 2 6 S5 | 35

bl
Koszty

Tabelka.1. Zestawienie danych z zadania w postaci tabelki

Rozwigzanie problemu metoda najmniejszego elementu macierzy kosztéw:

Na poczatek musimy przygotowacd sobie dwie tabelki o wymiarze m-wierszy na n-kolumn,
gdzie:

m - liczba odbiorcow,

n - liczba dostawcow.

Przy czym pierwsza tabelka jest czysta (na wyniki) druga natomiast wypetniona kosztami

Dodajemy wiersz u gory i kolumne na koncu. W pierwszej tabelce dodatkowy wiersz wypetniamy liczbg towaru do
dostarczenia (podaz), natomiast kolumne liczbg towaru do odebrania (popyt). W drugiej tabelce dodatkowy wiersz i
kolumne pozostawiamy czystg (Tabelka.2.).
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podaz
N popyt

20 30 10 40 ¥
10 5 2 1 5
15 3 1 1 4
30 1 1 2 3
10 2 1 5 1
35 2 1 2 5

A
koszty

Tabelka.2. Tabelka na wyniki (a) oraz tabelka kosztéw (b)

W pierwszym kroku ktadziemy przed sobg tabelke kosztow. Po kolei w kazdej kolumnie szukamy dwdch
najmniejszych wartosci po czym odejmujemy je od siebie (od wiekszej mniejszg). Tak otrzymane dla kazdej kolumny
wyniki (nazwijmy te liczby wskaznikami) wpisujemy w pusty wiersz tabelki. To samo robimy dla wierszy a wyniki
wpisujemy w ostatnig, pustg kolumne (Tabelka. 3.).

2-1=1  1-1=0 @ 1-1=0 | 3-1=2

5 2 1 5 2-1=1
3 1 1 4 1-1=0
1 1 2 3 1-1=0
2 1 5 1 1-1=0
2 1 2 6 2-1=1

Tabelka.3. Krok.1. Wyliczanie wskaznikow

Nastepnie szukamy najwyzszego wskaznika (Tabelka. 4a.).

Jezeli najwyzszym wskaznikiem jest wskaznik odpowiadajgcy kolumnie wdéwczas szukamy w tej kolumnie najnizszej
wartosci kosztu. Jezeli natomiast odpowiada wierszowi wtedy w tym wierszu szukamy najnizszego kosztu. Tutaj
najwyzszym wskaznikiem jest 2 - odpowiada on kolumnie (dlatego zostata zaznaczona na zétto). Najnizszym kosztem
w kolumnie jest wartos¢ 1 (Tabelka. 4b.).

1 0 0 2 1 0 0 2

5 2 1 5 1 5 2 1 5 1
3 1 1 4 0 3 1 1 4 0
1 1 2 3 0 1 1 2 3 0
2 1 5 1 0 2 1 5 1 0
2 1 2 6 1 2 1 2 6 1

Tabelka.4. Najwiekszy wskaznik - 2. Najnizsza wartos¢ kosztu w kolumnie - 1.

Teraz siegamy po czystg tabelke. Odnajdujemy w niej komadrke odpowiadajgca pozycji wczesniej odnalezionego
minimalnego kosztu w tabelce kosztéw. Jest to wiersz 4, kolumna 4. Komodrce tej odpowiada podaz i popyt

Problem transportowy | Anna Tomkowska



[BADANIA OPERACYJNE - PROGRAMOWANIE LINIOWE]

odpowiednio o wartosciach 40 i 10. Wybieramy wartos¢ mniejszg - czyli 10 i wpisujemy jg w komdrke. Nastepnie
odejmujemy te wartosé od podazy (40-10=30) i popytu (10-10=0) (Tabelka. 5a.).

Sprawdzamy nastepnie, ktéra wartosc (podaz czy popyt) wyzerowata sie. Jezeli wyzerowataby sie podaz nalezatoby
wypetnic reszte komdrek w kolumnie zerami. Nam wyzerowat sie popyt czyli nalezy reszte komérek w wierszu
wypetnic¢ zerami (Tabelka. 5b.).

40-10=30
20 30 10 —40— 20 30 10 30
10 10
15 15
30 30
10 | —18— 10-10=0 0 0 0 10 0
35 35
Tabelka.5. Miejsce odpowiadajace minimalnemu kosztowi w kolumnie tabeli kosztéw - (4,4). Popyt=0, zerujemy

komorki w wierszu

Krok drugi - bierzemy tabelke kosztow i wykreslamy w niej wiersz lub kolumne, ktorg wypetnilismy powyzej w
tabelce wynikéw. Po czym na nowo wyliczamy wskazniki pomijajgc wykreslone komérki (Tabelka. 6.).

5 2 1 5 2-1=1
3 1 1 4 1-1=0
1 1 2 3 1-1=0
2 1 2 6 2-1=1

Tabelka.6. Krok.2. Wyliczanie wskaznikéw.

Nastepnie szukamy najwyzszego wskaznika. W przypadku (jak ponizej) gdy kilka maksymalnych wskaznikow jest
takich samych wybieramy ten, ktdry ma najmniejszg warto$¢ kosztu (w kolumnie - dla wskaZnika odpowiadajgcego
kolumnie, bgdZ w wierszu - dla wskaznika odpowiadajgcego wierszowi). (Tabelka. 7a.).

Jezeli najwyzszym wskaznikiem jest wskaznik odpowiadajgcy kolumnie wéwczas szukamy w tej kolumnie najnizszej
wartosci kosztu. Jezeli natomiast odpowiada wierszowi wtedy w tym wierszu szukamy najnizszego kosztu.
Najwyzszym wskaznikiem, ktory zarazem ma najnizszg wartosc kosztu w kolumnie jest 1 o koszcie rowniez = 1
(Tabelka. 7b.).
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1 0 0 1 1 0 0 1

5 2 1 5 1 5 2 1 5 1
3 1 1 4 0 3 1 1 4 0
1 1 2 3 0 1 1 2 3 0
2 1 2 6 1 2 1 2 6 1

Tabelka.7. Najwiekszy wskaznik - 1. Najnizsza wartos¢ kosztu w kolumnie - 1.

Teraz siegamy po czystg tabelke. Odnajdujemy w niej komdrke odpowiadajgca pozycji wczesniej odnalezionego
minimalnego kosztu w tabelce kosztéw. Jest to wiersz 3, kolumna 1. Komodrce tej odpowiada podaz i popyt
odpowiednio o wartosciach 20 i 30. Wybieramy wartos¢ mniejszg - czyli 20 i wpisujemy jg w komdrke. Nastepnie
odejmujemy te warto$¢ od podazy (20-20=0) i popytu (30-20=10) (Tabelka. 8a.).

Sprawdzamy nastepnie, ktéra wartos¢ (podaz czy popyt) wyzerowata sie. Wyzerowata sie podaz wiec nalezy reszte
komérek w kolumnie wypetnié¢ zerami (Tabelka. 8b.).

20-20=0
—20— 30 10 30 0 30 10 30
10 0 10
15 0 15
20 —30— 30-20=10 20 10
0 0 0 10 0 0 0 0 10 0
35 0 35
Tabelka.8. Miejsce odpowiadajgce minimalnemu kosztowi w kolumnie tabeli kosztéw - (3,1). Podaz=0,

zerujemy komoérki w kolumnie.

Krok kolejny - bierzemy tabelke kosztéw i wykreslamy w niej wiersz lub kolumne, ktérg wypetnilismy powyzej w
tabelce wynikéw. Po czym na nowo wyliczamy wskazniki pomijajgc wykreslone komérki (Tabelka. 9.).

1-1=0 | 1-1=0 | 4-3=1

2 1 5 2-1=1
1 1 4 1-1=0
1 2 3 2-1=1
1 2 6 2-1=1

Tabelka.9. Krok.3. Wyliczanie nowych wskaznikow.

Nastepnie szukamy najwyzszego wskaznika. W przypadku (jak ponizej)gdy kilka maksymalnych wskaznikéw jest
takich samych wybieramy ten, ktdry ma najmniejszg warto$¢ kosztu (w kolumnie - dla wskaZnika odpowiadajgcego
kolumnie, bgdZ w wierszu - dla wskaznika odpowiadajgcego wierszowi) (Tabelka. 10a.).
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Jezeli najwyzszym wskaznikiem jest wskaznik odpowiadajgcy kolumnie wéwczas szukamy w tej kolumnie najnizszej
wartosci kosztu. Jezeli natomiast odpowiada wierszowi wtedy w tym wierszu szukamy najnizszego kosztu.
Najwyzszym wskaznikiem, ktory zarazem ma najnizszg wartosc kosztu w wierszu jest 1 o koszcie réwniez = 1
(Tabelka. 10b.).

0 0 1 0 0 1
2 1 5 1 2 1 5 1
1 1 2 0 1 1 2 0
1 2 3 1 1 2 3
1 2 6 1 1 2 6 1

Tabelka.10. Najwiekszy wskaznik - 1. Najnizsza wartos¢ kosztu w wierszu - 1.

Teraz siegamy po tabelke wynikéw. Odnajdujemy w niej komdrke odpowiadajaca pozycji wczesniej odnalezionego
minimalnego kosztu w tabelce kosztéw. Jest to wiersz 1, kolumna 3. Komadrce tej odpowiada podaz i popyt
odpowiednio o wartosciach 10 i 10. Wartosci sg jednakowe, wpisujemy wiec w komoérke 10. Nastepnie odejmujemy
te wartos¢ od podazy (10-10=0) i popytu (10-10=0) (Tabelka. 11a.).

Sprawdzamy nastepnie, ktéra wartos¢ (podaz czy popyt) wyzerowata sie. Wyzerowaty sie zaréwno podaz jak i popyt
wiec nalezy reszte komodrek w kolumnie i w wierszu wypetni¢ zerami (Tabelka. 11b.).

10-10=0
0 30— 30 0 30 0 30
0 10 —40— 10-10=0 0 0 10 0 0
0 15 0 0 15
20 10 20 0 10
0 0 10 0 0 0 0 10 0
35 0 0 35
Tabelka.11. Miejsce odpowiadajace minimalnemu kosztowi w kolumnie tabeli kosztow - (1,3). Podaz=0 i popyt=0,

zerujemy komorki w kolumnie i w wierszu.

Krok kolejny - bierzemy tabelke kosztéw i wykreslamy w niej wiersz lub kolumne, ktérg wypetnilismy powyzej w
tabelce wynikéw. W tym wypadku zakreslamy zaréwno wiersz i kolumne. Po czym na nowo wyliczamy wskazniki
pomijajgc wykreslone komérki (Tabelka. 12.).

1-1=0 4-3=1
1 4 4-1=3
1 3 3-1=2
1 6 6-1=5

Tabelka.12. Krok.4. Wyliczanie nowych wskaznikow.
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Nastepnie szukamy najwyzszego wskaznika. Jest nim wskaznik o wartosci 5 - odpowiadajgcy wierszowi tabelki
(Tabelka. 13a.).

Wskaznik odpowiada wierszowi, wiec w tym wierszu szukamy najnizszego kosztu. Najnizszym kosztem w wierszu jest
koszt = 1 (Tabelka. 13b.).

0 1 0 1

1 4 3 1 4 3
1 3 2 1 3 2
1 6 3 1 6 5

Tabelka.13. Najwiekszy wskaznik - 5. Najnizsza wartos¢ kosztu w wierszu - 1.

Teraz siegamy po tabelke wynikéw. Odnajdujemy w niej komdrke odpowiadajgcg pozycji wczesniej odnalezionego
minimalnego kosztu w tabelce kosztéw. Jest to wiersz 5, kolumna 2. Komdrce tej odpowiada podaz i popyt
odpowiednio o wartosciach 30 i 35. Wybieramy wartos¢ mniejszg - czyli 30 i wpisujemy jg w komdrke. Nastepnie
odejmujemy te wartosé od podazy (30-30=0) i popytu (35-30=5) (Tabelka. 14a.).

Sprawdzamy nastepnie, ktéra wartosc (podaz czy popyt) wyzerowata sie. Wyzerowata sie podaz jak wiec nalezy
reszte komarek w kolumnie wypetnic¢ zerami (Tabelka. 14b.).

30-30=0

0 —30— 0 30 0 0 0 30

0 0 10 0 0 0 0 10 0 0
0 0 15 0 0 0 15
20 0 10 20 0 0 10
0 0 0 10 0 0 0 0 10 0

30 0 —35— 35-30=5 0 30 0 5
Tabelka.14. Miejsce odpowiadajace minimalnemu kosztowi w kolumnie tabeli kosztow - (5,2). Podaz=0, zerujemy

komorki w kolumnie.

Krok piaty - bierzemy tabelke kosztédw i wykreslamy w niej kolumne, ktérg wypetnilismy powyzej w tabelce wynikow.
Po czym na nowo wyliczamy wskazniki pomijajgc wykreslone komaérki. Nie mamy mozliwosci wyliczenia wskaznikéw
dla wierszy poniewaz w nich pozostato tylko po jednej komadrce. Wyliczamy wiec wskaznik tylko dla kolumny
(Tabelka. 15.).
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4-3=1

4
3

6

Tabelka.15. Krok.5. Wyliczanie nowych wskaznikdw.

Mamy tylko jeden wskaznik o wartosci = 1. Wybieramy go (Tabelka. 16a.).

Wskaznik odpowiada kolumnie wiec w niej szukamy minimalnej wartosci kosztu - jest nim koszt = 3 (Tabelka. 16b.).

1 1
4 4
3 3
6 6

Tabelka.16. Najwiekszy wskaznik - 1. Najnizsza wartos¢ kosztu w wierszu - 3.

Teraz siegamy po tabelke wynikéw. Odnajdujemy w niej komadrke odpowiadajgca pozycji wczesniej odnalezionego
minimalnego kosztu w tabelce kosztéw. Jest to wiersz 3, kolumna 4. Komdrce tej odpowiada podaz i popyt
odpowiednio o wartosciach 30 i 10. Wybieramy wartos¢ mniejszg - czyli 10 i wpisujemy jg w komdrke. Nastepnie
odejmujemy te wartosé od podazy (30-10=20) i popytu (10-10=0) (Tabelka. 17a.).

Sprawdzamy nastepnie, ktéra wartos¢ (podaz czy popyt) wyzerowata sie. Wyzerowat sie popyt wiec nalezatoby
reszte komadrek w wierszu wypetnié¢ zerami jednak nie ma juz wiecej wolnych komdrek w tym wierszu (Tabelka.
17b.).

30-10=20

0 0 0 —30— 0 0 0 20

0 0 10 0 0 0 0 10 0 0

0 0 0 15 0 0 0 15

20 0 0 10 = —18— 10-10=0 20 0 0 10 0

0 0 0 10 0 0 0 10 0

0 30 0 5 0 30 0 5
Tabelka.17. Miejsce odpowiadajgce minimalnemu kosztowi w kolumnie tabeli kosztéw - (3,4). Popyt=0, nie ma juz

co zerowaé w wierszu.

Krok szésty - bierzemy tabelke kosztéw i wykreslamy w niej wiersz, ktorg wypetnilismy powyzej w tabelce wynikéw
(wtasciwie to tylko jedna komadrka). Po czym na nowo wyliczamy wskazniki pomijajgc wykreslone komaorki. Nie mamy
mozliwosci wyliczenia wskaznikéw dla wierszy poniewaz w nich pozostato tylko po jednej komdrce. Wyliczamy wiec
wskaznik tylko dla kolumny (Tabelka. 18.).
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6-4=2

6

Tabelka.18. Krok.6. Wyliczanie nowych wskaznikdw.

Mamy tylko jeden wskaznik o wartosci = 2. Wybieramy go (Tabelka. 19a.).

Wskaznik odpowiada kolumnie wiec w niej szukamy minimalnej wartosci kosztu - jest nim koszt = 4 (Tabelka. 19b.).

2 2
4 4
6 6

Tabelka.19. Najwiekszy wskaznik - 2. Najnizsza wartos¢ kosztu w wierszu - 4.

Teraz siegamy po tabelke wynikéw. Odnajdujemy w niej komadrke odpowiadajgca pozycji wczesniej odnalezionego
minimalnego kosztu w tabelce kosztéw. Jest to wiersz 2, kolumna 4. Komdrce tej odpowiada podaz i popyt
odpowiednio o wartosciach 20 i 15. Wybieramy wartos$¢ mniejszg - czyli 15 i wpisujemy jg w komarke. Nastepnie
odejmujemy te wartosé od podazy (20-15=5) i popytu (15-15=0) (Tabelka. 20a.).

Sprawdzamy nastepnie, ktéra wartos¢ (podaz czy popyt) wyzerowata sie. Wyzerowat sie popyt wiec nalezatoby
reszte komadrek w wierszu wypetni¢ zerami jednak nie ma juz wiecej wolnych komdrek w tym wierszu (Tabelka.
20b.).

20-15=5

0 0 0 —20— 0 0 0 5

0 0 10 0 0 0 0 10 0 0

0 0 0 15 —5— 15-15=0 0 0 0 15 0

20 0 0 10 0 20 0 0 10 0

0 0 0 10 0 0 0 10 0

0 30 0 5 0 30 0 5
Tabelka.20. Miejsce odpowiadajace minimalnemu kosztowi w kolumnie tabeli kosztow - (2,4). Popyt=0, nie ma juz

co zerowaé w wierszu.

Krok ostatni - bierzemy tabelke kosztéw i wykreslamy w niej wiersz, ktérg wypetnilismy powyzej w tabelce wynikow
(wtasciwie to tylko jedna komodrka). Nie mamy mozliwosci wyliczenia wskaznikéw poniewaz pozostat tylko jeden
element. W ostatnim kroku nie wyliczamy wiec wskaznikdéw. Pozostawiony (ostatni) element tablicy kosztow
bierzemy jako ostatni minimalny koszt = 6 (Tabelka. 21.).
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6

Tabelka.21. Krok.7. Ostatni krok - brak wskaznikow.

Teraz siegamy po tabelke wynikéw. Odnajdujemy w niej komadrke odpowiadajgcg pozycji ostatniego minimalnego
kosztu w tabelce kosztéw. Jest to wiersz 5, kolumna 4. Komérce tej odpowiada podaz i popyt odpowiednio o tych
samych wartosciach 5i 5. Wpisujemy 5 w komédrke. Nastepnie odejmujemy te wartos¢ od podazy (5-5=5) i popytu (5-
5=0) (Tabelka. 22a.).

Tabelka po tym kroku powinna mieé wszystkie wartosci popytu i podazy réwne zero. (Tabelka. 22b.).

5-5=0

0 0 0 —5— 0 0 0 0

0 0 10 0 0 0 0 10 0 0

0 0 0 15 0 0 0 0 15 0

20 0 0 10 0 20 0 0 10 0

0 0 0 10 0 0 0 0 10 0

0 30 0 5 —5—  5-5=0 0 30 0 5 0
Tabelka.22. Miejsce odpowiadajace minimalnemu kosztowi w kolumnie tabeli kosztow - (5,4). Popyt=0 i podaz=0,
koniec.

W ten sposéb uzyskaliSmy rozwigzanie dopuszczalne (Tabelka. 23.). Wszystkie zerowe elementy rozwigzania
nazywamy elementami nie bazowymi. Natomiast elementami bazowymi nazywamy wszystkie elementy niezerowe.
Przy czym el. bazowych powinno by¢ m+n-1 (5+4-1=8), wéwczas rozwigzanie nazywamy zdegenerowanym. W innym
przypadku rozwigzanie bedzie niezdegenerowane a my nie bedziemy w stanie sprawdzi¢ jego optymalnosci metoda
potencjatéw. Nasze rozwigzanie jest niezdegenerowane - ma tylko 6 el. bazowych (powinno by¢ 8).

20 30 10 40
0 0 10 0 10
0 0 0 15 s
20 0 0 10 30
0 0 0 10 10
0 30 0 5 35
* AN
elementy niebazowe elementy bazowe

Tabelka.23. Rozw. dopuszczalne -> niezdegenerowane (6 el. bazowych).

Na koniec nalezatoby policzy¢ koszt jaki uzyskalismy tg metodga. Koszt wyliczamy przemnazajac dany element tablicy
kosztéw z danym elementem naszego rozwigzania poczym wartosci te sumujemy (Tabelka. 24.).
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5 2 1 5
3 1 1 4
1 1 2 3
2 1 5 1
2 1 2 6
koszty
0 0 10 0
0 0 0 15
20 0 0 10
0 0 0 10
0 30 0 5

rozwigzanie dopuszczalne

koszt rozwiazania
1"10+4"15+ 120+ 3"10+ 1710+ 1"30 + 6"5 =190

koszt rozwiazania dopuszczalnego wynosi 190

Tabelka.24. Koszt rozwigzania dopuszczalnego

Uzyskalismy wynik 190. Poréwnujac go z kosztem uzyskanym innymi metodami (pn.-zach. kata lub najmniejszego
el.) zauwazymy, ze wynik jest najlepszy. W odrdznieniu od metody pn. - zach. kata w metodzie VAM bierzemy pod
uwage macierz kosztéw.
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3.4 Metoda e-perturbacji

Metode tg zastosujemy w momencie kiedy otrzymamy rozwigzanie dopuszczalne niezdegenerowane (dowolng z
metod opisanych wczesniej). Nie wptywa ona na koszt rozwigzania dopuszczalnego - powoduje jedynie zwiekszenie
liczby elementdéw bazowych

Przyjrzyjmy sie rozwigzaniom dopuszczalnym otrzymanym metodami przedstawionymi wczesniej, tj: metodg pn.-
zach. kata (Tabelka.1la.), najmniejszego elementu w macierzy kosztéw (Tabelka.1b.) oraz VAM (Tabelka.1c.).
Rozwigzanie otrzymane metodg pierwszg ma 8 elementdw bazowych, metodg drugg i trzecig - 7, czyli matoda druga
i trzecia data nam rozwigzanie niezdegenerowane.

haz: 8 -» rozw. zdegenerowane hagz: 7 -» rozw. niezdegenerowane haz: 7 -» rozw. niezdegenerowane
20 30 10 40 20 30 10 40 20 30 10 40
10 0 a ] 10 0 0 10 0 10 0 0 10 0 10
10 5 a 0 15 ] 15 0 a 15 ) 0 a 15 15
0 25 5 0 30 20 10 0 a 3o 20 0 a 10 30
0 0 5 5 10 0 5 0 5 10 ) 0 a 10 10
0 0 a 35 35 0 0 0 35 35 ) 30 a 5 35
X b X A v /A
elementy niehazowe elementy bazowe slementy nighazowe elementy bazowe elementy nishazowe elementy bazowe

Tabelka.1. Rozwigzanie dopuszczalne otrzymane metodq: a)pn.-zach. kgqta, b) najmniejszego elementu,; c) VAM

Warunkiem rozwigzania zdegenerowanego jest liczba elementéw bazowych (baz) réwna m+n-1, gdzie:
m - liczba odbiorcow,
n - liczba dostawcow.

Dla przedstawionego powyzej problemu transportowego baz tych powinno by¢ 5+4-1 = 8. Takg liczbe baz
otrzymaliémy w metodzie pn.-zach. Kata.

Dla rozwigzania niezdegenerowanego nie jestesmy w stanie zastosowa¢ metody potencjatéw w celu sprawdzenia
optymalnosci rozwigzania (metoda potencjatéw zostanie wyjasniona na nastepnej stronie.

W celu pozbycia sie niezdegenerowania rozwigzania stosujemy metode e-perturbaciji.

Wyglgda ona nastepujgco (Tabelka.2.):

1. Do kazdego odbiorcy dodajemy pomijalnie matg liczbe (nazwijmy j3 eta)

2. Do ostatniego dostawcy dodajemy pomijalnie matg liczbe pomnozong przez liczbe odbiorcow (m*eta)
3. Rozwigzujemy zadanie transportowe od nowa wybrang metoda.

dostawcy

r'd
20 30 10 40 + 5%eta odbiorcy
P1 P2 P3 P4 'S
5 2 1 h S1 10 + eta
3 1 4 52 15 + eta
1 2 3 853 30+ eta
2 5 1 54 10 + eta
2 2 6 55 35 +eta

A A

koszty eta - pomijalnie mata liczha

Tabelka.2. Metody e-perturbacji.
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10-10=0
krok 1. 20 30 —t8— 40 + 5%eta
10 -“Ho——eta 10+eta-10=ata
4] 15 + eta
4] 30 + eta
o 10 + eta
4] 35 + eta
koszt min. =1, min(10,10+eta)=10
30-{15+eta)=15-eta
krok 2. 20 —3— 1] 40 + 5*eta
10 eta
] 15+eta L8] o —“45——eta— 15+eta-(15+eta)=0
4] 30 + eta
4] 10 + eta
4] 35 + eta
koszt min. =1, min(30,15+eta)=15+eta
20-20=0
krok 3. —20— 15 - eta 0 40 + 5*eta
0 10 eta
o 15+eta 4] o 0
20 4] —Sh—+-eta 30+eta-20=10+eta
0 4] 10 + eta
0 4] 35 + eta
koszt min. =1, min(20,30+eta)=20
15-gta-(10+eta)=5-Zeta
kKrok 4. L] —t5—eta L] 40 + 5*eta
o 10 eta
o 15+eta o a ]
20 10+eta 4] o -“H——eta  10+eta-(10+eta)=0
o 4] 10 + eta
o 4] 35 + eta

koszt min. =1, min(15-eta,10+eta)=10+eta

5-Zeta-(5-2eta)=0

krok 5. 1] 5 ota 1] £ + 5%eta
o ] 10 eta
o 15+eta 4] o 0
20 10+eta 4] a ]
o 5-2%eta L8] “Hi——eta— 10+eta-(5-Zeta)=5+3eta
o o] 4] 35 + eta
koszt min. =1, min{5-2eta,10+eta)=5-2eta
40+5eta-(5+3eta)=35+2eta
krok 5. (1] 0 0 B At
o ] 10 eta
o 15+eta o a ]
20 10+eta 4] [u] 0
o 5-2%eta 4] 5+3*eta | 5+3*eta ||5+3eta-(5+3eta)=0
fu] ] o 35 + eta
koszt min. =1, min(40+5eta,5+3eta)=5+3eta
35+2Zeta-eta=35+eta
krok 6. 1] 0 1] S5+ Jdtatn
o ] 10 eta —eta— eta-eta=0
o 15+eta 4] o 0
20 10+eta 4] a ]
o 5-2%eta 4] B+3 eta 0
o ] o 35 + eta
koszt min. =5, min(35+2eta,eta)=eta
A5+eta-35+eta=0
kKrok 7. 0 0 L] —3I5=eta
o ] 10 eta ]
fu] 15+eta (4] a 0
20 10+eta 4] [u] 0
o 5-2%eta 4] 5+3*eta 0
4] ] 4] 3h+eta 35=+ata- 3I5+eta-35+eta=0
koszt min. =5, min(35+2eta,eta)=eta
WY INIK 1] ] 1] 4]
4] ] 10 eta 0
o 15+eta o a ]
20 10+eta o o 0
o 5-2%eta 0 5+3%eta ]
fu] ] o] 35+eta 0

Tabelka.3. Rozwigzanie metodga najmniejszego elementu stosujgc e-perturbacje.
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Powyzej zostat przedstawiony przyktad zastosowania e-perturbacji w przypadku obliczen metodg najmniejszego
elementu macierzy kosztow.

Po dodaniu liczby eta do wszystkich odbiorcéw i liczby m*eta do ostatniego dostawcy postepujemy identycznie jak
zostato to opisane w metodzie najmniejszego elementu.

W rezultacie otrzymaliémy rozwigzanie dopuszczalne, zdegenerowane o liczbie baz = 8.Nalezy pamietaé, ze liczba eta
jest wartoscig pomijalnie matg. Moze by¢ - w zaleznosci od danych uzytych w zadaniu - liczbg na smym, dziesigtym
czy setnym miejscu po przecinku (np. eta = 10E-10).

Eta nie jest wiec brana pod uwage podczas wyliczania kosztu. Nasze rozwigzanie nadal ma ten sam koszt = 275.

3.5 Metoda potencjatow

Metoda ta stuzy do sprawdzenia optymalnosci rozwigzania dopuszczalnego, zdegenerowanego otrzymanego w
wyniku jednej z metod wczesniej opisanych lub przy pomocy cykli (opisanych nieco pdzniej).

Po obliczeniu zadania przy pomocy jednej z opisanych wczesniej metod (pn.-zach. kata, najmniejszego elementu lub
VAM) oraz ewentualnym pozbyciu sie niezdegenerowania uzyskanego rozwigzania metodg e-perturbacji mozemy
przystgpi¢ do sprawdzenia czy nasze rozwigzanie dopuszczalne jest optymalnym (czy koszt jest wystarczajgco niski).
Postuzymy sie w tym celu metodg potencjatow.

SprawdZmy czy uzyskane przez nas wczesniej metodg pn.-zach. kata rozwigzanie dopuszczalne jest optymalne.

Przypomnijmy sobie jak wygladato to zadanie (Tabelka.1.a) i jego rozwigzanie dopuszczalne uzyskane metodg pn.-
zach. kata (Tabelka.1.b)

dostawcy
r'e
20 30 10 40 odbiorcy 20 30 10 40
P1 p2 P3 P4 s 10 0 0 0 10
5 2 1 5 1 10 10 5 0 0 15
3 1 1 4 52 15 1] 25 5 0 30
1 1 2 3 83 30 1] 0 5 ] 10
2 1 5 1 S4 10 1] 0 0 35 35
2 1 2 6 S5 35 ", L
A elementy nisbazowe elementy bazowe
koszty
Tabelka.1. Zadanie transportowe (a)i jego rozwigzanie dopuszczalne uzyskane metoda pn.-zach. kata (b)

Na poczatek musimy przygotowacd sobie tabelke na wyniki (Tabelka.2). Ma ona wymiar réwny tabelce kosztéw.
Dodatkowo dostawiamy pusty wiersz u géry i pustg kolumne na koncu, do ktérych wpisywaé bedziemy obliczone
potencjaty (w wiersz - potencjaty V, w kolumne potencjaty U).

Wopisujemy w pierwszg komadrke pustej kolumny (w potencjaty U) wartos¢ U1=0. Nastepnie przepisujemy do tabelki
koszty (z tabelki 1.a) ale tylko w miejscach odpowiadajgcych pozycjom elementéw bazowych w rozwigzaniu
dopuszczalnym.
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potencjaty V
a

] Ut1=0f=+—__
3 1 ustawiamy U1=0

(=]
-

"
[=/]

I
koszty (tylko w miejscach baz) potencjaty U

Tabelka.2. Tabelka na wyniki
Teraz mozemy przystgpic¢ do obliczen.
Krok.1. Mamy na wejscie ustawiong wartos¢ potencjatu U1 = 0, wiec szukamy w wierszu odpowiadajgcym temu U1

(czyli w pierwszym wierszu) kosztu - jest nim koszt =5 w pierwszej komérce. Nastepnie w potencjat V odpowiadajgcy
znalezionemu kosztowi (czyli V1) wpisujemy wartosc réwnag réznicy kosztu i potencjatu U1 (V1=5-0=5). (Tabelka.3.a)

Krok.2.Ustawiliémy wartos$¢ potencjatu V1 = 5, wiec szukamy w kolumnie odpowiadajgcej V1 (czyli w pierwszej
kolumnie) kolejnego kosztu - jest nim koszt = 3 (wiersz 2, kolumna 1). Nastepnie w potencjat U odpowiadajgcy
znalezionemu kosztowi (czyli U2) wpisujemy wartos$¢ rdwng réznicy kosztu i potencjatu V1 (U2=3-5=-2) (Tabelka.3.b).

Poczym powtarzamy krok 1i 2 az do wyliczenia wszystkich potencjatow. Czyli kolejny krok:

Ustawilismy U2 = -2 - szukamy w wierszu drugim kolejnego kosztu (takiego ktory nie ma jeszcze ustawionego
potencjatu V) - jest nim koszt = 1 (wiersz 2, kolumna 2). Nastepnie w potencjat V2 wpisujemy wartos¢ réwng roznicy
kosztu i potencjatu U2 (V2=1-(-2)=3) (Tabelka.3.c).

UstawiliSmy V2 = 3 - szukamy w kolumnie drugiej kolejnego kosztu (takiego ktory nie ma jeszcze ustawionego
potencjatu U) - jest nim koszt = 1 (wiersz 3, kolumna 2). Nastepnie w potencjat U3 wpisujemy wartos$¢ réwng réznicy

kosztu i potencjatu V2 (U3=1-3=-2) (Tabelka.3.d).

itd
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Va=5-0
v Vi=5 L]
5 I 1=0
3 1
1 2
5 1
v Vi=a
[
1
1 2
5 1
]
Vz=1-(-2)
v Vi=5 V2=3 U
5 1=0
1 2
5 1
6
v Vi=5 Va=3 U
[ U1=0
3 1 Uz=-2
] - Uz=2 Juz=1-3
5 1
6
Va=2-(-2)
".-’l Vi=5 Vaz=3 Va=4 L]
U] UJ1=0
3 1 Uz=-2
5 1
6
vl Vi=h Vaz=3 Va=4 L]
] UJ1=0
3 1 Uz=-2
1 2 Uz=-2
1 Us=1 [Jua=54
Va=1-1
v Vi=b Va2=3 Va=4 Va=0 U
5 U1=0
3 1 Uz=-2
1 2 Uz=-2
5 I 1 Ua=1
G
vl Vi=b Vz=3 Va=4 Wa=0 u
5 1=0
3 1
1 2
5 1
6

Tabelka.3. Wyliczanie potencjatéw U i V
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Ponizsza tabelka przedstawia juz wyliczone potencjaty U i V (Tabelka.4.)

vl 5 3 4 0 U
5 0

3 1 2

1 2 2

5 1 1

6

Tabelka.4. Wyliczone potencjaty U i V

Kolejnym krokiem jest wyliczenie kosztéw posrednich (Tabelka.5.).

Nalezy pozostate (puste) komorki tabelki z wynikami wypetni¢ sumami potencjatu Vi i Uj, gdzie:

i=1,2,..,n
j=1,2,..,m
n - liczba dostawcéw
m - liczba odbiorcéw

vl 5 3 4 0
5 |3+0=3  |4+0=4  [0+0=0
3 T [a+(-2=2 [0+(-2)=-2
2 |0+(-2)=-2
E 1
a+6=10 | 6

Tabelka.5. Wyliczanie kosztéw posrednich

Nastepnie wyliczamy wskazniki optymalnosci (Tabelka.7.).

W tym celu zestawmy obok siebie dwie tabelki: tabelke obliczonych przed chwilg kosztéw posrednich i tabelke

kosztéw z poczatku zadania (Tabelka.6.)

vl 5 3 ) 0
5 3 4 0
3 1 2 2
3 1 2 2
6 4 5 1
11 9 10 6
Val

koszty posrednie

‘ﬂ‘ﬂ =g L:I'=‘|:

Tabelka.6. Tabelka kosztéw posrednich (a) i tabelka kosztéw (b)

Wskazniki optymalnosci wyliczamy odejmujgc od kosztéw posrednich (Tabelka.6.a) koszty (Tabelka.6.b)

P | Pt | e | Ll | L1

| || | |

koszty

[STFE | [ N Sy JY

| = | | en

10
15
30
10
35
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vl 5 3 4 0 U
5-5=0 3-2=1 4-1=3 | 0-5=-5 0
3-3=0 1-1=0 2-1=1 | -2-4=6 | -2
3-1=2 1-1=0 2-2=0 | 2-3=-5 | 2
6-2=4 4-1=3 5-5=0 1-1=0 1
11-2=0 | 9-1=8 | 10-2=8 | 6-6=0

Vv 5 3 4 0 U
0 1 3 -5 0

| o 0 1 6 | -2

| 2 0 0 5 | -2

| 4 3 0 o | 1

| o 8 8 o | s

Vol

wskazniki optymalnosci
Tabelka.7. Wskazniki optymalnosci

Przyjrzyjmy sie teraz wyliczconym wskaznikom.
Jezeli wsrdd nich znajdujg sie liczby dodatnie wéwczas rozwigzanie nie jest rozwigzaniem optymalnym.
Rozwigzanie jest wiec optymalne kiedy wszystkie liczby s3 niedodatnie (ujemne lub zera).

Wsrdd naszych wskaznikéw sg wartosci dodatnie - wiec nasze rozwigzanie nie jest optymalne. W takim wypadku
nalezy przeksztatci¢ rozwigzanie - zbudowac cykl (o czym mowa na nastepnej stronie) - nastepnie ponownie
sprawdzié¢ optymalnos¢ rozwigzania metoda potencjatéw - znowu zbudowac cykl - sprawdzi¢ optymalnosé - i tak
postepowac az do momentu uzyskania niedodatnich wskaznikéw optymalnosci.

3.5.1 Budowa cyklu

Budowanie cyklu stuzy uzyskaniu rozwigzania dopuszczalnego o nizszym koszcie a w rezultacie rozwigzania
optymalnego.

Cykl jest niczym innym jak przeniesieniem czesci towaru lub catosci z drozszej trasy na tansza. Przy czym zachowana
jest rwnowaga, tzn: kazdy odbiorca dostaje doktadnie tyle towaru ile zamoéwit.

Czyli jezeli odbiorcy (np. sklepowi 1) zabierzemy skrzynke oranzady, ktéra miata by¢ dostarczona do niego od
dostawcy (np producenta 1) bo trasa byta za droga, to nalezy mu zapewnic te skrzynke od innego dostawcy od
ktorego koszt drogi jest tanszy.

Cykl sktada sie zawsze z pétcyklu dodatniego i potcyklu ujemnego.
Zobaczmy jak to dziata na przyktadzie.
Aby stworzy¢ cykl trzeba mieé rozwigzanie dopuszczalne, ktére bedziemy "polepszac" sprawdzone uprzednio metoda

potencjatéw. Niezbedna jest nam tabelka wskaznikéw optymalnosci z metody potencjatéw. Przypomnnijmy jg sobie
(Tabelka.1.)
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vl 5 3 4 [
0 1 3 5 0
0 0 1 6 2
2 0 0 5 -2
4 3 0 0 1
9 8 8 0 6
al

wskazniki optymalnosci
Tabelka.1. Wskazniki optymalnosci z metody potencjatow

Wsrdd wskaznikdéw szukamy najwiekszej wartosci na plusie (Tabelka.2.) (jezeli nie ma dodatnich wskaznikdéw oznacza
to, ze rozwigzanie juz jest optymalne - nie ma sensu wéwczas tworzyc¢ cyklu )

vl 5 3 2 o

0 1 3 5 0

0 0 1 I 2

2 0 0 5 2

4 |3 0 0 1
/9 | 8 8 0 6|

Tabelka.2. Wsk. optymalnosci. Wartos¢ maksymalna na minusie = -6

Teraz potrzebna bedzie nam tabelka z rozwigzaniem dopuszczalnym (pracujemy na rozw. uzyskanym metodg pn. -
zach. kata), na ktérg nanosi¢ bedziemy cykl.

Zaznaczamy w tabelce znaczkiem "+" pierwszy element cyklu dodatniego, ktéry zawsze znajduje sie w miejscu
odpowiadajgcym najwiekszemu dodatniemu wskaznikowi w tabelce wskaznikow (Tabelka.3.). Oznacza to, ze w to
miejsce optaca sie przenies$é towar z innych elementéw bazowych.

20 30 10 40

10 0 0 0 10

10 5 0 0 15

0 25 5 0 30
0 0 5 5 10
10+ 0 0 35 35

Tabelka.3. Rozw. dopuszczalne. Naniesiony I element potcyklu dodatniego

Stajemy na komdrce z zaznaczonym plusem i od tego miejsca tworzymy cykl w nastepujgcy sposob:
Poruszamy sie tylko po elementach bazowych (dodatnich).
Mamy juz element pétcyklu dodatniego wiec nalezy teraz stworzy¢ element pétcyklu ujemnego. Szukamy w wierszu,

w ktérym stoimy elementu bazowego, takiego ktéry z kolei bedzie miat element bazowy w kolumnie. Jest nim
element o wartosci 35 - zaznaczamy go znaczkiem "-" (Tabelka.4.).
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20 30 10 40
10 0 0 i 10
10 5 0 0 15
0 25 5 0 30
0 0 5 5 10
RN 2 0 35 . 35

Tabelka.4. Rozw. dopuszczalne. Naniesiony I element potcyklu ujemnego

Majac element pdtcyklu ujemnego tworzymy kolejny element poétcyklu dodatniego. Stoimy na komaorce stworzonego
elementu poétcyklu ujemnego. Szukamy w kolumnie, w ktdrej stoimy elementu bazowego, ktéry jednoczesnie ma
element bazowy w wierszu. Jest nim element o wartosci 5 - zaznaczamy go znaczkiem "+" (Tabelka.5.).

20 30 10 40
10 0 0 0 10
10 5 0 0 15
0 25 5 0 30
o 0 5 5+ 10
, 0+ 3 0O 0 35-¢Y 35

Tabelka.5. Rozw. dopuszczalne. Naniesiony II element potcyklu dodatniego

Stworzywszy element pétcyklu dodatniego tworzymy kolejny element potcyklu ujemnego. Stoimy na komaérce
stworzonego elementu pétcyklu dodatniego. Szukamy w wierszu, w ktérej stoimy elementu bazowego, ktory
jednoczesnie ma element bazowy w kolumnie. Jest nim element o wartosci 5 - zaznaczamy go znaczkiem "-"
(Tabelka.6.).

20 30 1 40
10 0 0 0 10
10 5 0 0 15
0 25 5 0 30
0 o 5- 5+¢Y 10
0+ 1 0 0 35- | 35

Tabelka.6. Rozw. dopuszczalne. Naniesiony II element péfcyklu ujemnego

W ten sposéb dodajemy na zmiane element pétcyklu dodatniego i ujemnego do momentu zamkniecia sie cyklu
(Tabelka.?7.).

Anna Tomkowska | Problem transportowy



[BADANIA OPERACYJNE - PROGRAMOWANIE LINIOWE]

20 30 10 40

10 0 0 0 10

10 5 0 0 15

0 25 5+ 0 30

______ I 5. 5+ 10

"o+ 10 0 35 - 35
20 30 10 40

10 0 0 0 10

10 5 0 0 15

0 25 - 5 + 0 30

_____ I 5 5+ 10

A 0 35 - 35
20 30 10 40

10 0 0 0 10

10 5+ 0 0 15

0 25 - 5+ 0 30

_____ 0 5 5+ 10

[ 0r ] 0 0 35 - 35
20 30 10 40

10 0 0 0 10

10 - 5+ 0 0 15

0 25 - 5+ 0 30

L0 0 5. 5+ 10

|0+ _ 0 0 35 - 35

Tabelka.7. Kolejne kroki tworzenia cyklu

Mamy stworzony cykl. Nalezy teraz znalez¢ warto$¢ minimalng wsrdd elementdéw cyklu ujemnego - poczym odjac tg
warto$¢ od wszystkich elementéw cyklu ujemnego oraz dodac do wszystkich elementow cyklu dadatniego.

Elementami cyklu ujemnego s3: 35, 5, 25, 10. Najmniejszg sposrdd nich jest 5 i te liczbe odejmujemy od elementéw
cyklu ujemnego i dodajemy do elementéw cyklu dodatniego. W wyniku czego otrzymujemy nowe rozwigzanie
dopuszczalne (Tabelka.8.).

20 30 10 40

10 0 0 0 10

5 10 0 0 15

0 20 10 0 30
0 0 0 10 10
R 0 30 35

Tabelka.8. Nowe rozwigzanie dopuszczalne

Procedura cyklu spowodowata, ze doszta nam jedna nowa baza (wiersz 5, kolumna 1), oraz jedna nam odeszta
(wiersz 4, kolumna 3). Stad nadal mamy 8 elementdéw bazowych - rozwigzanie jest zdegenerowane.

Obliczmy koszt nowego rozwigzania dopuszczalnego i poréwnajmy ze starym (stary koszt = 360)
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5 2 1 5

3 1 1 4

1 1 2 3

2 i 5 1

2 1 2 B

koszty

10 0 0 0

5 10 ] 0

0 20 10 0

0 0 0 10
5 0 0 30

nowe rozwiazanie dopuszczalne

koszt nowego rozwiazania
5¥10+3*5+ 110+ 1"20 + 2*10 + 1"10 + 2*5 + 6*30 = 315

koszt nowego rozwiazania dopuszczalnego wynosi 315
Tabelka.9. Koszt nowego rozw. dopuszczalnego

UzyskaliSmy nizszy koszt - rozwigzanie jest lepsze. Pozostato teraz sprawdzi¢ metodg potencjatéw optymalnosé
rozwigzania i powtorzy¢ procedure jezeli rozwigzanie nie jest optymalne.

Kilka uwag do tworzenia cyklu

1. Na poteykl dodatni (ujemny) sktadajg sie minimum 2 elementy a maksymalnie (m+n-1)/2 elementdw. Stad caty
cykl ma min 4 elementy (2 dodatnie i 2 ujemne) a maksymalnie m+n-1.

2. W jednym wierszu (kolumnie) moze by¢ 0 lub 2 elementy pdtcyklu (pdtcykl dodatni i ujemny)

3. Gdy zdarzy sie, ze bedzie kilka takich samych wartosci minimum w cyklu ujemnym i odejdzie nam wiecej niz jeden
element bazowy nalezy je przywrdci¢ z powrotem. Pozbywamy sie tylko jednej bazy (tej o najwyzszym koszcie)
natomiast pozostatym wyzerowanym bazom nadajemy pomijalnie matg wartosé eta (np: eta = 10E-10). W ten sposdb
zawsze mamy rozwigzanie zdegenerowane. Przyktad takiego postepowania mozna zobaczy¢ na nastenej stronie
(Dokonczenie zadania).

3.5.2 Dokonczenie zadania

Punkt Problem transportowy oraz wszystkie jego podpunkty sg kontynuacjg obliczania pewnego zagadnienia
transportowego, ktére w tym punkcie ostatecznie rozwigzemy.

Przypomnijmy co do tej pory wyliczylismy.
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Oto nasz problem:

dostawcy
20 30 10 40 DIZ“:IIi-:Z:-I'll'_-,-'
P1 P2 P3 P4 X
5 2 ' b 51 10
3 1 4 52 15
1 1 2 3 53 30
2 1 h 1 S4 10
2 1 2 G 55 35
b
koszty

Tabelka.1. Zagadnienie transportowe - dane

UzyskaliSmy rozwigzanie dopuszczalne trzema metodami: pn.-zach. kata, najmniejszego elementu, VAM. Przy czym
tylko metoda pn.-zach. kata uzyskaliSmy rozwigzanie zdegenerowane.

15
30
10
35

haz: 8 -» rozw. zdegenerowane haz: 7 -» rozw. niezdegenerowane baz: ¥ -» rozw. niezdegenerowane

20 30 10 40 20 30 10 40 20 30 10 40

10 0 0 ] 10 0 0 10 a 10 0 0 10 a

10 5 ) 0 15 0 15 0 a 15 0 0 a 15

] 25 5 0 30 20 10 0 a 30 20 0 a 10

] ] 5 5 10 ] 5 0 5 10 ) 0 a 10

] ] ) 35 35 ] ) 0 35 35 ) 30 a 5

X p X / I /

elementy nishazowe elementy bazowe slementy niehazowe elementy bazowe elementy niehazowe elementy bazowe
Tabelka.2. Rozwigzanie dopuszczalne otrzymane metodg: a)pn.-zach. kata; b)

najmniejszego elementu; c) VAM

Nastepnie dowiedlismy metodg potencjatdw, ze rozwigzanie dopuszczalne uzyskane metodg pn.-zach. kata nie jest
rozwigzaniem dopuszczalnym. Dlatego stworzyliémy dla niego cykl i otrzymalismy nowe rozwigzanie dopuszczalne:

20 30 10 40

10 0 0 0 10
5 10 0 0 15
0 20 10 0 30
0 0 0 10 10
3 0 0 30 35

Tabelka.3. Drugie rozwigzanie dopuszczalne

Nowy koszt: 315
koszt sie zmniejszyt

Sprawdzamy optymalnos¢ rozwigzania metodg potencjatéw:
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5 3 4 9 5 3 ] 9

5 3 4 9 0 0 1 I T
3 1 2 7 2 0 0 1 3 2
3 1 2 7 2 2 0 0 [T 2
-3 -5 4 1 ;! -5 -6 -9 0 8
2 0 1 6 3 0 -1 -1 0 3

Tabelka.4. Koszty posrednie (a) i wskazniki optymalnosci (b)

Nie wszystkie wskazniki sg niedotatnie - rozwigzanie nie jest optymalne
Maksymalna warto$¢ wskaznika to 4. Figurujg dwa takie same minima - wybieramy te o mniejszej wartosci kosztu w
macierzy koszytéw

Tworzymy cykl:
20 30 10 40 20 30 10 40
10 0 0 0 10 0 0 0 10

5- i

0 20 - 10 30 15 10 [ 5 | 30
0 0 0 10 10 0 0 10 10
5+ 0 0 30 - 35 0 0 25 35

10
10 + 0 0 15 [ 0 | 15 0 0 15
0
0
10

Tabelka.5. Cykl (a) i nowe rozw. dopuszczalne (b)

Nowy koszt: 295
koszt sie zmniejszyt

Sprawdzamy optymalnos¢ rozwigzania metodg potencjatéw:

5 7 B 9 3 7 B 9

5 7 8 9 0 0 5 | 7 | 4 0
-1 1 2 3 6 -4 0 1 -1 -6
-1 1 2 3 6 -4 0 0 -6
-3 -1 0 1 8 -5 -2 -5 0 -8
2 4 ) 6 -3 0 3 3 0 3

Tabelka.6. Koszty posrednie (a) i wskazniki optymalnosci (b)

Nie wszystkie wskazniki sg nie dodatnie - rozwigzanie nie jest optymalne
Maksymalna warto$¢ wskaznika to 7 - od niego zaczynamy tworzy¢ cykl.

Tworzymy cykl:
20 30 10 40 20 30 10 40
10 - 0 0 10 [0 ] o 10 0 10
0 15 0 0 15 0 15 0 0 15
0 15 10 - 5+ 30 0 15 eta | 15 | 30
0 0 0 10 10 0 0 0 10 10
10 + 0 0 25 - 35 20 0 0 15 35

Tabelka.7. Cykl (a) i nowe rozw. dopuszczalne (b)
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Z bazy odeszty dwa elementy, jeden o nizszym koszcie nalezy przywrdci¢ - nadajac jej wartos¢ eta

Nowy koszt: 225
koszt sie zmniejszyt

Sprawdzamy optymalnosc rozwigzania metodg potencjatéw:

2 0 1 2 -2 0 1 2

-2 0 1 2 0 7 -2 0 -3 0
-1 1 2 3 1 -4 0 1 -1 1
-1 1 2 3 1 -2 0 0 0 1
-3 -1 0 1 1 -5 -2 -5 0 E
2 4 5 6 4 o [ 3 | 3 | o 4

Tabelka.8. Koszty posrednie (a) i wskazniki optymalnosci (b)

Nie wszystkie wskazniki sg niedotatnie - rozwigzanie nie jest optymalne
Maksymalna warto$¢ wskaznika to 3. Figurujg dwa takie same minima - wybieramy te o mniejszej wartosci kosztu w
macierzy koszytéw

Tworzymy cykl:
20 30 10 40 20 30 10 40
0 | 10 | 10 a 0 10 4] 10
0 15 1] 0 15 0 15 0 0 15
0 15 - eta 15+ 30 0 eta eta 30 30
0 0 0 10 10 0 ] 0 10 10

20 0 15 - 35 20 0o | o | 3

Tabelka.9. Cykl (a) i nowe rozw. dopuszczalne (b)

Nowy koszt: 180
koszt sie zmniejszyt

Sprawdzamy optymalnos¢ rozwigzania metodg potencjatéw:

1 0 1 2 1 0 1 2

1 0 1 2 0 -4 -2 0 -3 0
2 1 2 3 1 1 0o [ 1 1 1
2 1 2 3 1 1 1 o 0 0 1
0 X 0 1 1 2 -2 5 0 K
2 1 2 3 1 0 0 0 3 1

Tabelka.10. Koszty posrednie (a) i wskazniki optymalnosci (b)

Nie wszystkie wskazniki sg nie dodatnie - rozwigzanie nie jest optymalne
Maksymalna warto$¢ wskaznika to 1. Figurujg dwa takie same minima - wybieramy te o mniejszej wartosci kosztu w
macierzy kosztéw

Problem transportowy | Anna Tomkowska



[BADANIA OPERACYJNE - PROGRAMOWANIE LINIOWE]

Tworzymy cykl:
20 30 10 40 20 30 10 40
0 0 10 0 10 Q 0 10 0 10
0 15- [ 0+ ] 0 15 a0 15+eta eta 0 15
0 eta + eta - 30 30 0 2eta 0 30 30
0 0 0 10 10 1] 0 0 10 10
20 15 0 0 35 20 15 0 0 35
Tabelka.11. Cykl (a) i nowe rozw. dopuszczalne (b)
Nowy koszt: 180
koszt nie ulegt zmianie (przesuniecie eta)
Sprawdzamy optymalnos¢ rozwigzania metodg potencjatéw:
P 1 1 3 2 1 1 3
2 1 1 3 0 -3 -1 0 -2 0
2 1 1 3 0 -1 0 0 -1 0
2 1 1 3 0 [ 1 | 0 -1 0 0
0 -1 -1 1 -2 -2 -2 -6 0 -2
2 1 1 3 0 0 0 -1 -3 0
Tabelka.12. Koszty posrednie (a) i wskazniki optymalnosci (b)
Nie wszystkie wskazniki sg nie dotatnie - rozwigzanie nie jest optymalne
Maksymalna warto$¢ wskaznika to 1.
Tworzymy cykl:
20 30 10 40 20 30 10 40
0 0 10 0 10 0 0 10 0 10
0 15+eta eta 0 15 0 15+eta eta 0 15
0+ Zeta - 0 30 30 | 2eta | 0 | 0 30 30
0 0 0 10 10 0 0 0 10 10
20 - 15 + 0 0 35 20-2eta | 15+2eta 0 0 35
Tabelka.13. Cykl (a) i nowe rozw. dopuszczalne (b)
Nowy koszt: 180
koszt nie ulegt zmianie (przesuniecie eta)
Sprawdzamy optymalnos¢ rozwigzania metodg potencjatéw:
2 1 1 4 2 1 1 4
2 1 1 4 0 -3 -1 0 -1 0
2 1 1 4 0 -1 0 0 0 0
1 0 0 3 1 0 -1 -2 0 -1
-1 -2 -2 1 -3 -3 -3 -7 0 =
2 1 1 4 0 0 0 -1 -2 0

Tabelka.14. Koszty posrednie (a) i wskazniki optymalnosci (b)
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Wszystkie wskazniki sg nie dodatnie - rozwigzanie jest optymalne

20 30 10 40

0 0 10 0 10
0 15 0 0 15
0 0 0 30 30
0 0 0 10 10
20 15 0 0 35

Tabelka.15. Rozwigzanie optymalne

Koszt rozwigzania optymalnego: 180

Problem transportowy | Anna Tomkowska



[BADANIA OPERACYJNE - PROGRAMOWANIE LINIOWE]

4 Zastosowanie Matlab’a

4.1 Wstep

Zadania programowania liniowego ZPL postaci:

min fT.t , Zograniczeniami: A - x <5
x
Aeg-x = beg
Ibx=ub

gdzie:
f, x, b, beq, Ib oraz ub sgq wektorami, a A i Aeq - macierzami.

pozwala rozwigzywac funkcja Matlaba linprog.

Skiadnia

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq)

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq,Ib,ub)

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0)

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0,options)
[x,fval] = linprog(...)

[x,fval,exitflag] = linprog(...)
[x,fval,exitflag,output] = linprog(...)
[x,fval,exitflag,output,lambda] = linprog(...)

Opis

linprog rozwigzuje ZPL.

x = linprog(f,A,b) - rozwigzuje zdania: min f'*x, z ograniczeniami typu: A*x <= b.

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq) - rozwigzuje powyzsze zadanie z dodatkowymi ograniczeniami réwnosciowymi:
Aeg*x = beq. Jesli nie wystepuja ograniczenia nieréwnosciowe wstawiamy A=[] oraz b=[] .

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq,Ib,ub) - pozwala okresli¢ zakresy dopuszczalnych wartosci dla zmiennych
decyzyjnych x, co skutkuje tym, ze rozwigzanie spetnia warunek Ib <= x <= ub. Jesli nie wystepujg
ograniczenia réwnosciowe wstawiamy Aeq=[] oraz beq=[] .

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0) - ustala punkt startowy x0. Opcja ta jest dostepna jedynie dla
algorytmoéw typu MediumScale (parametr LargeScale ma wartosc¢ 'off', zmiany wartosci parametrow realizuje
funkcja optimset). DomysInie stosowany algorytm typu LargeScale ignoruje zadany punkt startowy.

x = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0,options) - posta¢ umozliwiajgca ustalenie parametréw dla algorytmu
optymalizacji na wartosciach okreslonych w strukturze options. Do okreslania wartosci poszczegdinych
parametrow stuzy funkcja optimset.

[x,fval] = linprog(...) - zwraca wartsc¢ funkcji celu fun dla uzyskanego rozwigzania x: fval = f'*x.
[x,lambda,exitflag] = linprog(...) - zwraca wartos¢ exitflag, ktéra okresla warunki zakoriczenia obliczen.
[x,lambda,exitflag,output] = linprog(...) - zwraca strukture output, zawierajacq informacje o
przeprowadzonej optymalizacji.

[x,fval,exitflag,output,lambda] = linprog(...) - zwraca strukture lambda, ktorej pola zawierajg wartosci
mnoznikow Lagrange'a dla rozwigzania x.
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4.2 Zagadnienie standardowe
Obliczmy zadanie, ktére wczesniej wyliczyliSmy metodg simpleks.
Ponizej przedstawiona zostata tabelka z danymi z zadania.

llos¢ skfadnika na butke butki zapas skiadnikow w magazynie
\ 4 \
v , :
maka 2 5
cukier 4
rodzynki 1
max!

x
sktadniks LY
ceny bulek

Tabelka.1. Dane do zadania

Jest to standardowe zagadnienie programowania liniowego przy funkcji celu dazacej do maximum.

Postac¢ standardowa uktadu:
Ix; + 3%, +2x3 > MAX

1X1 + 2X2 + 1X3 <=5
1X1 + 1X2 + 1X3 <=4
0X1 + 1X2 + 2X3 <=1

Xq >= 0, Xy >= 0, X3 >=0

Uzyjemy funkcji linprog o sktadni:
[x, fval] = linprog(f, A, b, Aeq, beq, Ib, ub)
w wyniku jej dziatania otrzymamy wektor x z rozwigzaniem oraz zysk pod zmienng fval.

Przygotujmy dane wejsciowe do funkcji linprog:

-> wektor f
Wektor wspodtczynnikdw funkcji celu lub patrzac na tabelke - ostatni zielony wiersz:
f=[132];

-> macierz A
Macierz wspotczynnikéw lewej strony nieréwnosci lub patrzac na tabelke - sSrodkowa pomaraniczowa ramka:
A=[121

111

012];

-> wektor b
Wektor liczb znajdujgcych sie po prawej stronie nieréwnosci lub patrzac na tabelke - ostatnia niebieska kolumna:
b=[5

4

1]
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-> Macierz Aeq i wektor beq dotyczy rownosci - w naszym wypadku pozostawiamy je puste:
Aeq=[];
beq=[];

-> Wektor Ib:
Wektor ograniczen dolnych rozwigzania. Kazda zienna rozwigzania ma by¢ wieksza od zera:
Ib=[000];

-> Wektor ub:

Wektor ograniczen gérnych rozwigzania. Nie naktadamy ograniczen gérnych na zmienne rozwigzania:
ub=[];

lub

ub=[inf inf inf]; inf - nieskoniczenie duza liczba

Wstawienie danych do funkgji linprog:
[x, fval] = linprog(-f, A, b, Aeq, beq, Ib, ub)

Poniewaz standardowo funkcja linprog liczy minimum f-kcji celu, musimy wektor f wstawic ze znakiem minus -
woéweczas funkcja wyliczy maximum.

wynik z funkcji:
X =

3.0000

1.0000

0.0000

fval =
-6.0000

Wstawilismy znak minus przed wektor f dzieki czemu uzyskali$my maximum funkcji celu ale dlatego tez uzyskalismy
zysk ze znakiem minus. Liczgc maximum funkcji celu czytamy wartos$é fval pomijajgc minus:

X1:3
X2=1
X3:0
zysk =6

W efekcie uzyskalismy ten sam wynik co w metodzie simpleks ale duzo szybciej.
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4.3 Zagadnienie transportowe
Obliczmy przy pomocy Matlab’a zagadnienie transportowe, ktére wyliczyliSmy wczesniej recznie.
Ponizej przedstawiona zostata tabelka z danymi z zadania.

dostawcy
I'd

20 30 10 40 odbiorcy
P1 P2 P3 P4 'Y

o] 2 1 3] S1 | 10

3 1 1 4 S2 | 15

1 1 2 3 S3 | 30

2 1 5 1 S4 | 10

2 1 2 6 S5 | 35

bl
Koszty

Tabelka.1. Dane do zadania

Postac standardowa uktadu:
20x; + 30x, + 10x3 + 40x, --> MIN

5xq1+ 2%, + 1x3+ 5x, =10
3x1+ 1x, + Ix3+4x, =15
Ix; + 1x; + 2x3 + 3%, = 30
2x1 + 1%, + 5x3+ 1x, =10
2%+ 1%, + 2x3+ 6%, = 35

X1>=0,%,>=0,%X3>=0,%,>=0,x;>=0

Uzyjemy funkcji linprog o sktadni:
[x, fval] = linprog(f, A, b, Aeq, beq, Ib, ub)

w wyniku jej dziatania otrzymamy wektor x z rozwigzaniem oraz zysk pod zmienng fval.

Przygotujmy dane wejsciowe do funkcji linprog:

-> wektor f

Wektor wspoétczynnikow lewej strony nierdwnosci lub patrzac na tabelke - liczby koloru zielonego. Przy czym
wartosci z tabelki przepisujemy do wektora beq wierszami:

f=[5215 3114 1123 2151 2126];

-> Macierz A i wektor b

Dotyczg one nierdwnosci wiec w naszym przypadku nie maja miejsca:
A=[];

b=[];
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-> Macierz Aeg

Macierz przygotowyjemy w nastepujacy sposob:
- ilo$¢ wierszy macierzy = m+n
- ilo$¢ kolumn macierzy = m*n

gdzie:
m - liczba odbiorcow (m=5),
n - liczba dostawcéw (n=4).

Pierwsze m-wierszOw wypetniamy nastepujaco:
Dzielimy sobie kazdy wiersz na m-grup po n-liczb (tutaj 5 grup po 4 liczby kazda). Nastepnie wypetniamy wszystkie
zerami tylko grupe i w wierszu i wypetniamy jedynkami, gdzie i to numer kolejnego wiersza (i=1,2,...,m).

Kolejne wiersze od m do m+n wypetniamy nastepujaco:
Rowniez dzielimy sobie kazdy wiersz na m-grup po n-liczb (tutaj 5 grup po 4 liczby kazda). Nastepnie wypetniamy
wszystkie zerami tylko i-tg liczbe w kazdej grupie w wierszu i+m wypetniamy jedynkami, gdziei=1,2,...,n.

Aeg=[1111 0000 0000 0000 0000
0000 1111 0000 0000 0O0OO
0000 0000 1111 0000 00O0O
0000 0000 0000 1111 00O0O
0000 0000 0000 0000 1111
1000 1000 1000 1000 1000
0100 0100 0100 0100 0100
0010 0010 0010 0010 0010
0001 0001 0001 0001 0001];

-> Wektor beq

Wektor liczb wystepujacych po prawej stronie rGwnan oraz wspoétczynnikdw funkcji celu.
Patrzac na tabelke - ostatnia pomarariczowa kolumna oraz pierwszy, niebieski wiersz:
beq=[10 1530 10 3520301040 |;

-> Wektor Ib:
Wektor ograniczen dolnych rozwigzania. Kazda zienna rozwigzania ma by¢ wieksza od zera:
Ib=[00000];

-> Wektor ub:

Wektor ograniczen gérnych rozwigzania. Nie naktadamy ograniczen gérnych na zmienne rozwigzania:
ub=(];

lub

ub=[inf inf inf inf inf]; inf - nieskonczenie duza liczba

Wstawienie danych do funkgji linprog:
[x, fval] = linprog(f, A, b, Aeq, beq, Ib, ub)
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wynik z funkcji:
X =
0.0000
0.0000
10.0000
0.0000
0.0000
6.2311
0.0000
8.7689
8.7689
0.0000
0.0000
21.2311
0.0000
0.0000
0.0000
10.0000
11.2311
23.7689
0.0000
0.0000

fval =
180.0000

Otrzymali$my wiec wynik:

0.0000 0.0000 10.0000 0.0000
0.0000 6.2311 0.0000 8.7689
8.7689 0.0000 0.0000 21.2311
0.0000 0.0000 0.0000 10.0000
11.2311 23.7689 0.0000 0.0000

przy koszcie = 180

Rozwigzanie optymalne rdzni sie od naszego. Koszt otrzymalismy ten sam.
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